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Введение

Выполнение индивидуального домашнего задания «Микроэкономи-ческое моделирование сферы потребления и производства» предназначено для более глубокого закрепления теоретического материала по темам «Моделирование потребления» и «Моделирование производства» и развития навыков экономико-математического моделирования студентами НГУЭУ, изучающими дисциплину «Экономико-математические модели».

Каждый студент получает индивидуальный вариант домашнего задания. Требования к выполнению и оформлению индивидуального домашнего задания стандартные: работа должна содержать полный текст каждой из задач, подробное решение задач с пояснениями действий и полный ответ в конце решения каждой из задач.

1. Состав индивидуального домашнего задания

Индивидуальное домашнее задание состоит из трех задач: 

Задача 1. «Анализ поведения потребителя при известной функции полезности».

Задача 2. «Задача максимизации объема выпускаемой продукции в условиях ограниченных финансовых ресурсов».

Задача 3. «Задача максимизации прибыли производителя при известной функции общих издержек, построение функции предложения».

Задача 1. Анализ поведения потребителя при известной функции полезности

Пусть предпочтения потребителя, покупающего два блага, описыва-ются следующей функцией полезности:


[image: image1.wmf]2

1

2

1

x

x

)

x

,

x

(

U

×

=

, 

где х1 и х2 – объемы потребления первого и второго блага соответственно.

Требуется:

1. Определить цены на первое и второе благо (Р1 и  Р2) при следующих условиях: доход потребителя составляет I; известно, что при сложившихся ценах, затрачивая весь свой доход, потребитель может купить один из двух следующих наборов благ: набор 1 или набор 2. 

2. Сформулировать модель поведения потребителя. Найти оптималь-ный объем потребления (х*1 и х*2) и предельную полезность денег (MUI). Построить уравнение кривой безразличия для оптимального набора. Изобразить решение задачи потребителя графически. Найти предельную норму замещения первого блага вторым в потреблении в точке оптимума.

3. Построить функции спроса, проанализировать поведение потреби-теля при изменении параметров спроса:

3а) Вывести и изобразить графически функции спроса на первое и второе благо в зависимости от их цены. Определить функцию эластичности спроса на первое благо по его цене, а также значение перекрестной эластичности спроса на первое благо по цене второго. 

3б) Найти функциональную зависимость, описывающую кривую Энгеля, и построить ее график. Определить, как изменится потребление индивида при увеличении дохода на ∆I.

4. Провести анализ воздействия эффектов дохода и замены на поведение потребителя. 

Пусть цена второго блага снизилась на ∆P2, определите:

4а) насколько возрастет благосостояние потребителя;

4б) эффект замены и эффект дохода.

Проиллюстрируйте решение графически.

5. Оценить величину компенсации снижения благосостояния в связи с ростом цен. Пусть цена первого блага повысилась на ∆P1. Определите эквивалентное (EV) и компенсирующее (CV) изменение дохода.

Задача 2. Задача максимизации объема выпускаемой продукции в условиях ограниченных финансовых ресурсов
Пусть некоторая фирма при производстве продукции использует два производственных ресурса: рабочую силу (L, чел.-час.) и оборудование (K, ст.-час.). Используемая технология позволяет фирме выпускать Q единиц продукции при использовании следующей комбинации производ-ственных ресурсов:
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Рабочая сила нанимается по контракту с оплатой труда PL руб. / чел.-час, оборудование берется в аренду с суммарными затратами PK руб. за один час работы станка. Объем авансированного капитала, который фирма может затрачивать на рабочую силу и оборудование, составляет C руб.

Требуется:

1. Сформулировать экономико-математическую модель задачи произ-водителя при условии, что фирма заинтересована в максимизации объема выпускаемой продукции.

2. Определить оптимальное соотношение используемых производст-венных ресурсов: K*/L*. Определить оптимальную потребность фирмы в производственных ресурсах в зависимости от объема выпускаемой продукции: L(Q) , K(Q). Определить требуемую величину авансированного капитала в зависимости от объема производства: C(Q).

3. Определить максимально возможный объем производства продукции (Q*) и потребности в ресурсах (L*, K*), проиллюстрировать решение графически. Определить функции предельного продукта произ-водственных ресурсов (MPL(L), MPK(K)), предельную эффективность финансовых ресурсов (MPC) и норму технологического замещения рабочей силы оборудованием (MRTSLK) в точке оптимума. 

Задача 3. Задача максимизации прибыли производителя при известной функции общих издержек, построение функции предложения

Общие издержки фирмы для производства продукции в объеме Q единиц определяются следующей зависимостью:

TC(Q) = a0 + a1∙Q + a2∙Q2.

Фирма может реализовать любой объем произведенной продукции. При этом объем реализации не влияет на рыночную цену. 

Требуется:

1. Определить максимизирующий прибыль объем производства (Q*), соответствующую ему величину прибыли, а также интервал безубыточ-ности (Qбез), если действующая рыночная цена составляет Р0. 

2. Построить графики: 

2а) общих издержек (TC(Q)) и валовой выручки (TR(Q)); 

2б) средних издержек (AC(Q)), предельных издержек (MC(Q)) и предельной выручки (MR = P0). 

Продемонстрировать в обоих случаях графическое решение задачи максимизации прибыли.

3. Построить и изобразить графически функцию предложения фирмы (S(P)) при условии, что производственные мощности фирмы ограничены диапазоном:

Q– ≤ Q ≤ Q+.

2. Методические указания по выполнению 
индивидуального домашнего задания
Задача 1. Анализ поведения потребителя при известной функции полезности

Пусть исходные данные задачи имеют следующие числовые значения:

Набор 1 = {10 единиц первого товара, 15 единиц второго товара}, 

Набор 2 = {24 единицы первого товара, 8 единиц второго товара},

I = 200 руб.,
  ∆I = 50%,
  ∆P1 = 50%
,     ∆P2 = 50%.

1.1. Определение цен на блага

Пусть 

Р1 – цена первого блага (руб. за ед.),

Р2 – цена второго блага (руб. за ед.).

Нам известно, что потребитель, полностью расходуя свой доход, равный 200 руб., может приобрести один из двух наборов благ: (10; 15) и (24; 8). Это означает, что бюджетное ограничение потребителя при приобретении любого из этих наборов будет выполняться как равенство. Получаем следующую систему:
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Решение этой системы позволяет определить цены на блага: 

Р1 = 5, 

Р2 = 10.

1.2. Построение модели поведения потребителя

Модель поведения потребителя должна учитывать его предпочтения по отношению к потребляемым благам и бюджетное ограничение. Формально модель поведения потребителя является обычной задачей условной оптимизации, в которой требуется найти такой вектор благ х*, который максимизировал бы функцию полезности потребителя и удовлетворял бы бюджетному ограничению.

Введем переменные модели:

     х1 – объем потребления первого блага (ед.);

     х2 – объем потребления второго блага (ед.);

Запишем целевую функцию:
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Это условие означает, что потребитель стремится максимизировать получаемую им полезность от потребления благ.

Запишем ограничения модели, определяющие бюджетное множество потребителя:

1) бюджетное ограничение:  
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Это условие означает, что потребитель не может потратить на приобретение благ больше получаемого им дохода;

2) условие неотрицательности: 
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Это условие можно интерпретировать как условие необратимости, которое означает, что потребитель не может продавать имеющиеся у него блага или обменивать одно на другое.

Таким образом, математическая модель поведения потребителя имеет вид:
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Так как целевая функция непрерывна, а область допустимых значений (бюджетное множество) замкнута и ограничена, то решение существует (по теореме Вейерштрасса), причем x1* > 0 и x2* > 0 и бюджетное ограничение выполняется как равенство.

Решим данную задачу методом множителей Лагранжа. Для этого построим функцию Лагранжа:
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где λ – множитель Лагранжа при бюджетном ограничении.

Запишем условия для решения задачи Лагранжа:
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(1)

Из первых двух условий системы (1), получим:
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что соответствует второму закону Госсена для потребления: 
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который означает, что оптимальным для потребителя будет являться такой выбор, при котором рост расходов на 1 руб. на приобретение любого блага будет приводить к одинаковому росту получаемой полезности.

В итоге получаем соотношение между х1 и х2:
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Используя это соотношение, определим значение множителя Лагранжа:
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Так как λ = 0.07>0, то бюджетное ограничение выполняется как равенство:
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Учитывая, что 
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, получаем:

х1* = 20 ед., 

х2* = 10 ед.

Уравнение кривой безразличия, соответствующее оптимальному набору, имеет следующий вид:
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что эквивалентно уравнению гиперболы: 
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Предельная полезность денег (MUI) показывает, насколько увеличится получаемая потребителем полезность, если увеличить его доход на 1 руб. Это определение соответствует определению множителя Лагранжа по бюджетному ограничению (λ). Таким образом, предельная полезность денег составляет 0.07. Это означает, что при увеличении дохода потребителя на 1 руб., получаемая им полезность увеличится на 0.07 ютилей.

Предельная норма замещения первого блага вторым находится из формулы:
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В точке оптимума эта величина равна:
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Это означает, что в точке оптимума для сохранения того же уровня полезности при уменьшении потребления первого блага на единицу потребителю потребуется увеличить потребление второго блага на 0.5 единиц.

Графическое решение данной задачи представлено на рис. 1.1.
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Как видно из рис. 1.1, графически условие оптимальности выбора потребителя выглядит как условие касания кривой безразличия и бюджетной линии.

1.3. Построение функций спроса, анализ поведения потребителя при изменении параметров спроса

На основе полученных в пп. 1.1 и 1.2 данных исследуем, как на поведении потребителя скажется изменение основных параметров модели.

1.3а) Построим функцию спроса потребителя на первое благо.

В данном случае мы должны учитывать цены на первое и второе благо в качестве параметров модели поведения потребителя:


[image: image20.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

³

£

×

+

×

®

×

=

.

x

,

x

x

P

x

P

max

x

x

)

x

,

x

(

U

0

200

2

1

2

2

1

1

2

1

2

1


Запишем функцию Лагранжа для данной задачи:
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где λ – множитель Лагранжа при бюджетном ограничении.

Запишем условия для решения задачи Лагранжа:
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Таким образом, при данных предпочтениях оптимальным для потребителя будет расходовать на приобретение каждого из благ одинаковую сумму денег:
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Учитывая, что бюджетное ограничение в точке оптимума выполняется как равенство (см. п. 1.2), получаем:
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Аналогично:
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Функция спроса на первое благо представлена на рис. 1.2.

[image: image76.wmf]1

.

14

2

1

=

×

x

x


Определим далее некоторые характеристики спроса потребителя на первое благо. 

Прямая эластичность спроса на первое благо по его цене равна:


[image: image27.wmf](*)
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Это означает, что при увеличении цены первого блага на 1% потребитель будет сокращать свой спрос на него на 1%, то есть действовать таким образом, чтобы сумма расходов на первое благо оставалась неизменной при неизменном доходе.

Перекрестная эластичность спроса на первое благо по цене второго равна:
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Это означает, что как бы не изменялась цена на второе благо, потребитель не изменит свой спрос на первое.

1.3б) Исследуем, как изменится поведение потребителя при изменении его дохода. 

Для этого обратимся к аппарату кривых безразличия. Построим для начала кривую Энгеля.
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[image: image78.wmf]l


Кривая Энгеля отражает оптимальные для потребителя наборы благ при предположении, что доход потребителя изменяется, а цены благ остаются неизменными. На графике это означает, что кривая Энгеля включает все точки касания произвольных кривых безразличия и бюджетных линий, построенных при произвольном уровне дохода и неизменных ценах.

Как видно из рисунка 1.3, увеличение дохода при неизменных ценах на блага будет вести к пропорциональному росту потребления обоих благ. Найдем уравнение, описывающее кривую Энгеля.

Для этого мы должны рассмотреть следующую задачу:
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Запишем функцию Лагранжа для данной задачи:
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где λ – множитель Лагранжа при бюджетном ограничении.

Запишем условия для решения задачи Лагранжа:
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Таким образом, оптимальным для потребителя будет покупать при данных ценах блага в следующем соотношении:
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 — эта зависимость описывает кривую Энгеля.

Учитывая, что бюджетное ограничение потребителя в точке оптимума выполняется как равенство (из п. 1.2), получим:
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Данные функции, описывающие зависимость между уровнем дохода потребителя и оптимальным объемом потребления благ называются функциями «доход – потребление».

Воспользуемся функциями «доход-потребление» и определим, что произойдет с объемами потребления первого и второго благ при увеличении дохода потребителя на 50%:
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Таким образом, при росте дохода на 50% произойдет эквивалентное увеличение объемов потребления первого и второго блага на 50%.

1.4. Анализ воздействия эффектов дохода и замены на выбор потребителя.

1.4а) Определим изменение полезности, получаемой потребителем, в результате изменения цен.

Найдем новые цены на блага.

Цена первого блага осталась неизменной:

Р*1 = Р1 = 5.

Цена второго блага снизилась на 50%:

Р*2 = (1-0.5)∙Р2 = (1-0.5)∙10 = 5.

Подставив данные цены в функции спроса, найденные в п. 3а, найдем какой объем потребления будет оптимальным при новой цене, и как изменилось благосостояния потребителя.
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Изменение благосостояния при этом составило:
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(U* = 14.1 – базовый уровень полезности см. п. 1.2)

Таким образом, после снижения цены второго блага на 50%, потре-битель не изменил потребление первого блага и увеличил потребление второго блага на 10 ед., в результате чего его благосостояние выросло на 5.9 ютилей.

1.4б) Определение эффектов замены и дохода.
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Для определения эффектов замены и дохода воспользуемся рис. 1.4.

До изменения цен оптимальным выбором потребителя являлся набор А {20 ед. первого блага, 10 ед. второго блага}. Уменьшение цены второго блага приводит к развороту бюджетной линии потребителя по часовой стрелке относительно точки ее пересечения с осью Ох1 (показан стрелкой на рис. 1.4). Увеличение относительного дохода потребителя позволяет ему выйти на более высокий уровень потребления – он выбирает набор В {20 ед. первого блага, 20 ед. второго блага} (см. п. 1.4а), получая полезность в 20 ютилей.

Уменьшение цены второго блага приводит к развороту бюджетной линии потребителя по часовой стрелке относительно точки ее пересечения с осью Ох1 (показан стрелкой на рис. 1.4). Увеличение относительного дохода потребителя позволяет ему выйти на более высокий уровень потребления – он выбирает набор В {20 ед. первого блага, 20 ед. второго блага} (см. п. 1.4а), получая полезность в 20 ютилей.

Таким образом, общий эффект от изменения цен состоит в изменении оптимального набора с А на В. Разложим общий эффект на эффект замены и дохода. Для этого нам необходимо определить координаты точки С — точки, в которой наклон исходной кривой безразличия будет равен наклону новой бюджетной линии. 

Уравнение исходной кривой безразличия имеет вид:
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тангенс угла наклона кривой безразличия.

Тангенс угла наклона бюджетной линии после изменения цены составил: 
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Приравнивая найденные значения, получим координаты точки С: 
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Откуда:
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Эффект замены состоит в увеличении потребления блага, ставшего относительно более дешевым. Для его нахождения мы определили, какой набор давал бы потребителю начальный уровень полезности при новых ценах – это набор С (14.1; 14.1).

Следовательно, эффект замены заключается в изменении потребления первого блага на 14.1 – 20 = – 5.9 ед. и второго блага на 14.1 – 10 = +4.1 ед.

Эффект дохода вызван изменением реальной потребительской способности индивида в связи с изменением относительного уровня цен. На графике этот эффект отображается переходом из т. С в т. В: потребление первого блага выросло на 20 – 14.1 = + 5.9 ед., второго блага 20 – 14.1 = + 5.9 ед. Как видим, эффект дохода в отличие от эффекта замены связан с изменением благосостояния потребителя.

1.5. Оценка объемов компенсации снижения благосостояния в связи с ростом цен

Рост цены первого блага на 50% приводит к изменению оптимального потребительского набора и получаемой потребителем полезности.

Новые цены составят:


[image: image41.wmf].

P

P

.

P

)

.

(

P

*

*

10

5

7

5

0

1

2

2

1

1

=

=

=

×

+

=


Доход потребителя не меняется и составляет:

I = 200.

Воспользуемся полученными в п. 1.3а выражениями для функций спроса на блага и определим новые объемы потребления при изменив-шихся ценах:
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Эквивалентное изменение дохода (EV) показывает, насколько должен измениться доход потребителя, чтобы при старых ценах получить такой же уровень полезности, как при новых ценах. Найдем такие хЕ1, хЕ2 и EV, при которых потребитель получил бы полезность 11.5 ютилей при старых ценах Р1 = 5, Р2 = 10. То есть мы должны решить следующую задачу:
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Компенсирующее изменение дохода (CV) показывает, насколько должен измениться доход потребителя, чтобы при новых ценах получить такой же уровень полезности, как при старых ценах. Найдем такие хC1, хC2 и СV, при которых потребитель получил бы старый уровень полезности 14.1 ютилей при новых ценах Р1* = 7.5, Р2* = 10. То есть мы должны решить следующую задачу:
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Поясним полученные результаты.

EV = -36.7 означает, что повышение цены первого блага на 50% эквивалентно изъятию из бюджета потребителя 36.7 руб.

CV = 44.9 означает, что для того чтобы благосостояние потребителя не ухудшилось при повышении цены первого блага на 50%, его доход должен быть увеличен на 44.9 руб. Или, другими словами, рост цен будет полностью компенсирован потребителю при увеличении его дохода на 44.9 руб.
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Задача 2. Задача максимизации объема выпускаемой продукции в условиях ограниченных финансовых ресурсов

Пусть исходные данные имеют следующие числовые значения:

A = 10; 
α = 0.4;
β = 0.6;
Pk = 4;
PL = 2;
C = 40.

2.1. Построение экономико-математической модели

Для построения экономико-математической модели данной задачи воспользуемся введенными в условии обозначениями. Пусть:

Q – объем выпускаемой продукции, ед.;

L – величина нанимаемой рабочей силы, чел.-час.;

K – величина арендуемого оборудования, ст.-час.

По условиям задачи фирма стремится максимизировать объем выпускаемой продукции, в условиях ограниченного авансированного капитала, используемого на приобретение ресурсов. В таком случае получаем следующую задачу нелинейного программирования:
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Так как целевая функция непрерывна и множество допустимых значений замкнуто и ограничено, то решение данной задачи существует (по т. Вейерштрасса), причем L* > 0 и K* > 0 и ограничение по финансовым ресурсам выполняется как равенство. 

2.2. Определение оптимальных производственных показателей

Для определения оптимальной потребности в рабочей силе и оборудовании в зависимости от объема выпускаемой продукции воспользуемся методом множителей Лагранжа для решения задачи, сформулированной в п. 2.1. 

Введем множитель Лагранжа λ для ограничения по финансовым ресурсам и запишем функцию Лагранжа:
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Перейдем к частным производным функции Лагранжа и приравняем их к нулю, в результате получим следующую систему:
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Из первых двух уравнений системы получаем:
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что соответствует классическому для модели производителя соотно-шению:
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суть которого состоит в том, что оптимальным для фирмы будет такое соотношение используемых производственных ресурсов, при котором дополнительный рубль, затраченный на приобретение любого из производственных ресурсов, будет давать одинаковый прирост выпуска продукции.

В нашем случае это условие дает следующее оптимальное соотношение между производственными ресурсами:
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Как видим, при данной технологии оптимальным соотношением оборудования и рабочей силы будет 3/4. Содержательно это означает, что при неизменных затратах на приобретение производственных ресурсов, максимального объема выпуска продукции можно добиться, если использовать на каждые 3 ст.-часа оборудования 4 чел.-часа рабочей силы.

Определим оптимальную потребность в производственных ресурсах в зависимости от объема производимой продукции. Для этого рассмотрим производственную функцию и воспользуемся полученным соотношением (K*/L*):
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Теперь мы можем найти требуемый объем авансированного капитала для производства Q единиц продукции:

C(Q) = PL∙L(Q) + PK·K(Q) ≈ 2·0.12·Q + 4·0.09·Q ≈ 0.6·Q.                   

2.3. Определение оптимальных производственных показателей в условиях ограниченных финансовых ресурсов

Воспользовавшись полученными в п. 2.2 соотношениями, определим значение множителя Лагранжа λ:
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Строгая положительность λ позволяет нам судить о том, что финансовое ограничение выходит на равенство (следует из третьего условия задачи Лагранжа, п. 2.2.):
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Откуда используя соотношение K*/L* (п. 2.2) получим:
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Подставив найденные значения в производственную функцию найдем максимально возможный объем выпускаемой продукции при данном объеме авансированного капитала:
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Проиллюстрируем данное решение графически. Для этого обратимся к рис. 2.1.

На рис. 2.1 изображена карта изоквант для заданной производст-венной функции и линия изокосты при заданных ценах и объеме финансовых ресурсов. Также на рисунке изображена кривая роста фирмы, которая показывает направление максимального роста объема производства фирмы при заданных ценах производственных ресурсов, и определяется найденным в п. 2.2 оптимальным соотношением используемых производственных ресурсов K* = 3/4 L*.
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Как видно из рисунка, фирма будет увеличивать выпуск продукции, двигаясь из начала координат по направлению оптимального роста фирмы, пока не достигнет изокванты, отвечающей наибольшему объему выпуска продукции, допустимому при данных ценах производственных ресурсов и величине авансированного капитала.

Это будет изокванта, которая касается изокосты, то есть Q* = 67.4 ед. Другие объемы производства либо неоптимальны, либо недостижимы. Так, например, видно, что при объеме выпуска продукции в 40 ед., фирма имеет возможности увеличить выпуск, а объем выпуска в 90 ед. недостижим при имеющихся финансовых ресурсах.

Таким образом, точка касания изокванты и изокосты и будет точкой оптимума: L*=8, K*=6. 

Отметим, что по определению тангенс угла наклона касательной к изокванте является предельной нормой технологического замещения:


[image: image55.wmf]const

Q

dL

dK

tg

MRTS

K

,

L

=

-

=

=

g

 


Из рисунка видно, что касательная к изокванте в точке оптимума будет совпадать с изокостой. А, следовательно, предельная норма технологического замещения в точке оптимума будет равна соотношению цен на производственные ресурсы: MRTSL,K = PL/PK. Если мы подставим цены производственных ресурсов, то получим:

MRTSL,K = 2/4 = 0.5 .

Определим теперь показатели предельной эффективности исполь-зуемых производственных ресурсов:
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Предельная эффективность финансовых ресурсов (MPC) определяется величиной λ – множителя Лагранжа по финансовому ограничению (аналог двойственной оценки в задаче линейного программирования).
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Поясним полученные результаты.

В заданных условиях для фирмы будет оптимальным использовать оборудование и рабочую силу в соотношении 3 ст.-часа / 4 чел.-часа. При этом максимальный выпуск продукции составит 67.4 ед. при использовании рабочей силы в размере 8 чел.-час. и оборудования в размере 6 ст.-час.

Предельная производительность рабочей силы составляет 3.37 ед. продукции на 1 чел.-час., что означает, что при привлечении дополнительной рабочей силы в размере 1 чел.-час фирма сможет увеличить выпуск продукции на 3.37 ед.

Предельная производительность оборудования составляет 6.74 ед. продукции на 1 ст.-час., что означает, что при привлечении дополнительного оборудования в размере 1 ст.-час. фирма сможет увеличить выпуск на 6.74 ед.

Предельная норма технологического замещения рабочей силы оборудованием составит при оптимальном использовании производст-венных ресурсов 0.5 ст.-час на один чел.-час., что означает, что если фирма захочет уменьшить объем используемой рабочей силы на 1 чел.-час., то для сохранения тех же объемов выпуска продукции необходимо будет увеличить объем используемого оборудования на 0.5 ст.-час.

Предельная эффективность финансовых ресурсов составляет 1.685 ед. продукции на один руб. Это означает, что каждый дополнительный рубль, авансируемый на приобретение производственных ресурсов, позволит увеличить объем выпускаемой продукции на 1.685 ед. Так, например, если мы перемножим этот показатель на общий объем авансированного капитала, мы получим максимально возможный объем выпускаемой продукции:
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что соответствует ранее найденному оптимальному объему продукции.

Аналогично можно найти требуемый объем финансовых ресурсов при известном объеме выпускаемой продукции.


Задача 3. Задача максимизации прибыли производителя при из-вестной функции общих издержек, построение функции предложения

Пусть исходные данные имеют следующие числовые значения:

a0 = 31;
a1 = 6;
a2 = 5;
P0 = 216;
Q– = 5;
Q+ = 37.

3.1. Исследование функции прибыли

Нам известна функция общих издержек, которые несет фирма при производстве Q ед. продукции:

TC(Q) = 31 + 6∙Q + 5∙Q2.

По условию задачи любой объем выпускаемой продукции фирма может продать по действующей цене. Это позволяет нам определить функцию валовой выручки фирмы от продажи Q ед. продукции:

TR(Q) = P0∙Q = 216Q.

Прибыль, по определению, есть разница между валовой выручкой фирмы и общими издержками:

π(Q) = TR(Q) – TC(Q) = 216∙Q – (31 + 6∙Q + 5∙Q2) = 
210∙Q – 31 – 5∙Q2.

Исследуем данную функцию на экстремум. Для этого найдем первую и вторую производные:
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Точкой глобального экстремума функции прибыли является Q* = 21, а вогнутость функции указывает на то, что эта точка – глобальный максимум. Таким образом, максимизирующий прибыль объем производ-ства составляет 21 ед. 

Максимальная прибыль при действующей рыночной цене составит:

π*(21) = 210∙21 – 31 – 5∙212 = 2174.

Определим теперь интервал безубыточности, то есть такие объемы выпуска продукции, при которых фирма не будет нести убыток. Для этого требуется решить следующую задачу 

Найти все значения Q :  
π(Q) = 210∙Q – 31 – 5∙Q2 ≥ 0

Для начала нам необходимо определить объемы производства, при которых прибыль фирмы равняется нулю (точки безубыточности). Для этого решим уравнение:

π(Q) = 210∙Q – 31 – 5∙Q2 = 0.

Откуда получаем: Q1 = 0.15; Q2 = 41.85.

Так как функция прибыли непрерывна и вогнута, то найденные объемы производства определяют интервал безубыточности:

Получаем 


Qбез ([0.15; 41.85] .

3.2. Графический анализ модели производителя

3.2а). Построение графиков общих издержек (TC(Q)) и валовой выручки (TR(Q)) 

Определим необходимые для построения графиков функции.

Общие издержки фирмы описываются квадратичной зависимостью от объема производства:

TC(Q) = 31 + 6∙Q + 5∙Q2.

На графике данная функция имеет вид параболы с минимумом в точке Q = -0.6:
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Валовая выручка фирмы есть произведение цены реализации на объем реализации продукции:

TR(Q) = P0∙Q = 216Q.

Валовая выручка фирмы линейно зависит от объема производства.

Изобразим данные функции на рис. 3.1.



Если валовая выручка производителя превышает его общие издержки, то он получает прибыль, которая на рисунке представляет собой расстояние между линией TR(Q) и линией TC(Q). Чем больше это расстояние, тем большую прибыль получает производитель. Как видно из рис. 3.1, при найденных в п. 1 объемах безубыточности (0.15 и 41.85 ед.) линии валовой выручки и общих издержек пересекаются. Это означает, что производитель при данных объемах производства получает нулевую прибыль.

Валовая выручка растет быстрее, чем общие издержки, вплоть до достижения объема производства в 21 ед. Это означает, что, увеличивая объем выпуска вплоть до 21 ед., производитель будет увеличивать получаемую прибыль. При производстве 21 ед. продукции валовая выручка (TR(Q)) будет максимально превышать общие издержки (TC(Q)), что и означает, что производитель получит максимальную прибыль. Если производитель продолжит увеличивать объем производства сверх оптимального уровня, то общие издержки станут расти быстрее валовой выручки, что приведет к сокращению прибыли.

Из рис. 3.1 видно, что при объеме производства в 21 ед. фирма получит максимальную прибыль 2174; при этом валовая выручка фирмы составит 4536, а общие издержки 2362. 

3.2б). Построение графиков средних (AC(Q)) и предельных издержек (MC(Q)) и предельной выручки (MR = P0).

Если в п. 3.2а) мы имели дело с валовыми показателями, то здесь речь пойдет о удельных. 

Средние издержки (AC(Q)) представляют собой затраты, которые фирма в среднем несет на производство единицы продукции:
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В данном случае средние издержки вначале убывают с ростом производства продукции, достигая своего минимума, а потом начинают возрастать. Минимальное значение средних издержек определяется из условия глобального минимума и равно 31 руб. при объеме производства в 2.5 ед.:
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Предельные издержки (MC(Q)) есть издержки, необходимые для производства дополнительной единицы продукции:
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Как видим, в данном случае предельные издержки на производство продукции линейно возрастают с возрастанием объема производства, это означает, что производство каждой новой единицы продукции будет обходиться на 10 руб. дороже, чем предыдущей.

Предельная выручка представляет собой доход фирмы от продажи дополнительной единицы продукции. Так как действующая рыночная цена не зависит от объема продаж фирмы, то предельная выручка совпадает с действующей ценой:
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Изобразим данные функции на графике и решим графически задачу максимизации прибыли.



Средние издержки два раза пересекаются с линией рыночной цены, точки их пересечения определяют объемы безубыточности (0.15; 41.85). Превышение рыночной цены над средними издержками показывает, какую прибыль получает фирма от продажи каждой единицы продукции. Наибольшую прибыль в расчете на единицу продукции 216 – 31 = 185 руб. фирма получает в случае минимума средних издержек, то есть при объеме производства 2.5 ед. 

Однако фирма заинтересована в максимизации общей прибыли, равной произведению объема производства на разницу между рыночной ценой и средними издержками.

Для того чтобы найти максимизирующий прибыль объем производ-ства, нам необходимо посмотреть на линию предельных издержек и предельной выручки. 

По определению предельные издержки показывают издержки, требующиеся на производство дополнительной единицы продукции, а предельная выручка – насколько увеличится доход при продаже дополнительной единицы продукции. Значит, пока дополнительная единица продукции будет приносить доход больший, чем издержки на ее производство, будет выгодно увеличивать выпуск продукции. 

Таким образом, фирма будет увеличивать производство продукции до тех пор, пока предельные издержки не сравняются с предельной выручкой (в данном случае с рыночной ценой, равной 216 руб.). Это произойдет при объеме производства 21 ед. Из рис. 3.2 также видно, что производить продукцию в объеме более чем 21 ед. фирме невыгодно, так как прирост дохода от ее продажи будет меньше, чем издержки на ее производство, и, значит, производство каждой дополнительной единицы продукции сверх 21 ед. будет вести к снижению прибыли.

Максимальный объем прибыли на рис. 3.2 определяется как площадь прямоугольника π* (см. заштрихованную площадь), которая равна 2174 руб., при этом объем производства равен 21 ед., а средние издержки составляют 112.5 руб. (АС(21) = 112.5 руб.).

3.3. Построение функции предложения фирмы (S(P)) при условии ограниченных мощностей

Функция предложения фирмы показывает, какой объем производства фирма может и готова предложить на рынок в зависимости от рыночной цены. Для построения функции предложения мы должны учесть ряд важных условий:

1. Максимизация прибыли.

2. Неотрицательность прибыли.

3. Ограниченность производственных мощностей.

1. Максимизация прибыли. Фирма должна быть заинтересована в предложении соответствующего объема производства при данной рыночной цене. Это условие выполняется, если фирма при данном объеме производства и рыночной цене будет максимизировать свою прибыль.
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Данное условие дает нам зависимость между рыночной ценой и максимизирующим прибыль объемом производства (Q*(P)). Заметим, что этот объем будет определяться, исходя из равенства рыночной цены предельным издержкам:
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Следовательно, 
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2. Неотрицательность прибыли. Фирма может отказаться от произ-водства продукции в случае, если она заведомо получит убыток при любом допустимом объеме производства. Это означает, что прибыль фирмы должна быть неотрицательна или, другими словами, что средние издержки не превышают рыночной цены.
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Условие 1 задает зависимость между оптимальным выпуском продукции и рыночной ценой. Следовательно, условие неотрицательности прибыли можно записать следующим образом:
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Следовательно, 
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Таким образом, минимальный оптимальный объем производства, дающий неотрицательную прибыль, равен 2.5 ед. и соответствует рыночной цене в 31 руб. Если рыночная цена окажется меньше, чем 31 руб., то фирма при любом объеме производства получит отрицательную прибыль. С другой стороны, фирма всегда получит прибыль, если цена будет превышать 31 руб. Неудивительно, что минимальный объем производства соответствует минимуму средних издержек.

Итак, если бы у фирмы не было ограничений по мощностям, то ее функция предложения выглядела бы следующим образом:
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Другими словами, при отсутствии ограничений по мощностям функцией предложения фирмы является часть функции предельных издержек, превышающая средние издержки.

3. Ограниченность производственных мощностей. Производственные возможности фирмы ограничены мощностями. Это означает, что фирма не может производить меньше, чем Q– = 5, и больше, чем  Q+ = 37, либо фирме не выгодно начинать производство вообще.
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Сначала рассмотрим ограничение по минимальному выпуску продукции. По первым двум условиям фирма выбрала бы такой объем производства (Q = 5) только при цене 56 руб. (P = 6+10∙5 = 56, см. условие 1), при этом фирма получила бы прибыль в объеме 94 руб. (π = 56∙5-31-6∙5-5∙52, см. условие 1). Однако фирма согласилась бы произ-водить 5 ед. продукции и при меньшей цене, которая обеспечила бы ей хоть какую-то прибыль, так как в ином случае прибыль фирмы составила бы 0 руб. Для этого достаточно, чтобы цена превышала средние издержки производства 5 ед. продукции:
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Таким образом, если рыночная цена продукции фирмы будет в диапазоне [37.2; 56], то фирма будет производить 5 ед. продукции. Если рыночная цена окажется меньше, чем 37.2 руб., то фирме не выгодно организовывать производство, а если превысит 56 руб., то фирме выгоднее будет увеличить выпуск продукции, в соответствии с условием макси-мизации прибыли.

Рассмотрим теперь ограничение по максимальному объему производ-ства (Q ≤ 37). Фирма выбрала бы этот объем производства при рыночной цене, равной 376 руб. (P(37) = 6+10∙37 = 376, см. условие 1). Если бы цена превысила 376 руб., то фирме, согласно условию максимизации прибыли было бы выгодно увеличить выпуск продукции, однако сделать этого в силу ограниченных производственных мощностей она не может, а потому при цене продукции большей или равной 376 руб. фирма выберет объем производства 37 ед.

Мы получили функцию предложения, учитывающую все условия.
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Эта функция представлена на рис. 3.3.


3. Образец исходных данных

Задача 1

	№
	набор 1
	набор 2
	I
	ΔI
	ΔР2
	ΔР1

	1
	(14, 15)
	(9, 16)
	178
	15%
	40%
	20%

	2
	(14, 19)
	(13, 21)
	141
	45%
	30%
	45%

	3
	(14, 18)
	(10, 21)
	342
	50%
	15%
	55%

	4
	(12, 19)
	(7, 23)
	429
	40%
	45%
	20%

	5
	(13, 16)
	(12, 18)
	126
	20%
	55%
	50%

	6
	(14, 18)
	(11, 23)
	124
	40%
	55%
	50%

	7
	(11, 19)
	(8, 21)
	237
	50%
	20%
	50%

	8
	(10, 17)
	(7, 20)
	162
	40%
	60%
	15%

	9
	(11, 15)
	(9, 17)
	52
	35%
	50%
	15%

	10
	(12, 17)
	(11, 20)
	106
	50%
	40%
	25%

	11
	(13, 18)
	(12, 19)
	62
	35%
	55%
	40%

	12
	(11, 17)
	(7, 19)
	270
	35%
	15%
	15%

	13
	(10, 18)
	(5, 19)
	300
	20%
	55%
	30%

	14
	(10, 15)
	(6, 17)
	160
	35%
	50%
	10%

	15
	(12, 19)
	(8, 20)
	88
	15%
	15%
	20%

	16
	(13, 18)
	(10, 20)
	240
	45%
	50%
	10%

	17
	(13, 19)
	(10, 24)
	122
	50%
	55%
	15%

	18
	(13, 16)
	(12, 17)
	29
	20%
	35%
	10%

	19
	(13, 18)
	(10, 19)
	134
	45%
	20%
	30%

	20
	(13, 15)
	(11, 19)
	82
	50%
	30%
	45%

	21
	(10, 19)
	(6, 24)
	252
	45%
	45%
	40%

	22
	(13, 18)
	(12, 20)
	132
	35%
	60%
	55%

	23
	(14, 18)
	(12, 23)
	212
	55%
	60%
	10%

	24
	(12, 15)
	(10, 18)
	66
	30%
	35%
	40%

	25
	(14, 18)
	(12, 19)
	150
	45%
	25%
	55%

	26
	(11, 16)
	(7, 20)
	216
	40%
	35%
	20%

	27
	(12, 15)
	(7, 18)
	222
	15%
	25%
	35%

	28
	(14, 18)
	(10, 22)
	256
	20%
	20%
	30%

	29
	(12, 15)
	(7, 19)
	123
	25%
	45%
	30%

	30
	(12, 19)
	(10, 21)
	186
	45%
	55%
	55%

	31
	(12, 16)
	(8, 20)
	112
	50%
	30%
	35%

	32
	(11, 17)
	(6, 19)
	214
	10%
	30%
	20%

	33
	(10, 16)
	(5, 17)
	180
	50%
	55%
	25%

	34
	(10, 19)
	(8, 23)
	156
	30%
	20%
	45%

	35
	(14, 17)
	(9, 19)
	226
	15%
	25%
	10%


Задача 2

	№
	А
	a
	b
	pK
	pL
	С

	1
	15
	0,3
	0,7
	3
	6
	65

	2
	45
	0,7
	0,3
	2
	3
	30

	3
	15
	0,3
	0,7
	2
	4
	40

	4
	45
	0,3
	0,7
	5
	6
	35

	5
	30
	0,3
	0,7
	2
	6
	35

	6
	50
	0,6
	0,4
	3
	5
	35

	7
	60
	0,6
	0,4
	6
	7
	50

	8
	55
	0,7
	0,3
	4
	3
	35

	9
	40
	0,4
	0,6
	3
	4
	40

	10
	35
	0,3
	0,7
	5
	6
	55

	11
	50
	0,4
	0,6
	5
	7
	40

	12
	50
	0,4
	0,6
	6
	4
	40

	13
	35
	0,3
	0,7
	2
	7
	55

	14
	25
	0,7
	0,3
	3
	7
	45

	15
	25
	0,7
	0,3
	3
	5
	45

	16
	55
	0,3
	0,7
	4
	7
	50

	17
	15
	0,5
	0,5
	6
	6
	45

	18
	40
	0,5
	0,5
	6
	3
	45

	19
	40
	0,7
	0,3
	5
	3
	40

	20
	25
	0,7
	0,3
	5
	6
	65

	21
	55
	0,6
	0,4
	6
	6
	35

	22
	45
	0,5
	0,5
	2
	7
	60

	23
	60
	0,5
	0,5
	5
	6
	30

	24
	35
	0,7
	0,3
	6
	7
	65

	25
	20
	0,5
	0,5
	6
	6
	50

	26
	15
	0,4
	0,6
	3
	3
	40

	27
	60
	0,7
	0,3
	5
	7
	60

	28
	30
	0,5
	0,5
	2
	7
	60

	29
	60
	0,7
	0,3
	2
	7
	35

	30
	30
	0,3
	0,7
	5
	6
	55

	31
	25
	0,4
	0,6
	3
	3
	65

	32
	50
	0,7
	0,3
	4
	7
	30

	33
	25
	0,7
	0,3
	6
	6
	60

	34
	50
	0,4
	0,6
	4
	5
	35

	35
	25
	0,7
	0,3
	2
	6
	55


Задача 3

	№
	a0
	a1
	a2
	Q-
	Q+
	P0

	1
	9
	3
	4
	5
	34
	173

	2
	9
	2
	5
	2
	31
	199

	3
	7
	4
	4
	5
	23
	126

	4
	5
	2
	3
	3
	12
	67

	5
	8
	2
	5
	2
	27
	172

	6
	11
	6
	5
	2
	41
	263

	7
	11
	3
	3
	5
	43
	200

	8
	8
	5
	4
	3
	29
	150

	9
	12
	5
	1
	6
	40
	175

	10
	11
	5
	1
	5
	44
	150

	11
	6
	6
	1
	3
	41
	56

	12
	5
	5
	3
	4
	13
	70

	13
	11
	3
	4
	5
	43
	229

	14
	9
	3
	2
	5
	42
	125

	15
	6
	4
	3
	4
	19
	86

	16
	5
	4
	1
	4
	27
	41

	17
	11
	6
	1
	5
	43
	151

	18
	4
	5
	5
	2
	7
	87

	19
	9
	4
	1
	6
	44
	105

	20
	11
	3
	4
	6
	44
	229

	21
	8
	2
	4
	4
	29
	147

	22
	7
	6
	3
	4
	27
	107

	23
	7
	5
	2
	6
	33
	87

	24
	8
	4
	3
	3
	31
	126

	25
	8
	6
	2
	6
	40
	107

	26
	5
	5
	5
	2
	13
	106

	27
	13
	4
	4
	6
	44
	294

	28
	7
	3
	5
	3
	21
	148

	29
	6
	5
	5
	2
	18
	127

	30
	6
	2
	1
	5
	42
	52

	31
	5
	2
	3
	4
	15
	67

	32
	13
	5
	2
	4
	44
	231

	33
	11
	5
	1
	7
	42
	150

	34
	11
	4
	4
	6
	44
	230

	35
	6
	4
	3
	5
	19
	86
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     Рис. 1.1. Максимизация полезности потребителя





Бюджетное ограничение:


� EMBED Equation.3  ���





Кривая безразличия


� EMBED Equation.3  ���
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Рис. 1.2. Функция спроса на первое благо
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   Рис. 1.3. Кривая Энгеля





Кривая Энгеля:


х*2 = 0.5∙х*1
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Рис. 1.4. Эффект замены и дохода на изменение цены





Ответ:


1.


Р1 = 5, Р2 = 10


2. 


х1* = 20, х2* = 10 ед.


� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���=0.07


� EMBED Equation.3  ���








3.


∆х1 = 10, ∆х2 = 5


4.


� EMBED Equation.3  ���


эффект замены: ∆х�1 = - 5.9,  ∆х�2 =  4.1


эффект дохода:  ∆х�1  =  5.9,  ∆х�2 =  5.9


5. 


EV = -36.7; CV = 44.9








(объем выпуска максимизируется)


(финансовые ресурсы ограничены)


(условие неотрицательности: продукция не может трансформироваться обратно в производственные ресурсы)








     K














      10


   











									      Q = 90
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              Кривая роста фирмы					  	       Q = 67.4


           


	             K*=3/4 L*					Q = 40	
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Изокоста: 


2∙L + 4∙K = 40





Изокванта: 


Q = 10·L0.4·K0.6 = 67.4





Рис. 2.1. Графическое решение задачи производителя





Ответ:


L(Q) = 0.09Q 			K(Q) = 0.12Q


K/L = 0.75				C(Q) = 0.6∙Q


MRTSLK = 0.5 			Q* = 67.4


MP*L = 3.37				L* = 8


MP*K = 6.74				K* = 6 


MP*C = 1.7





TC, TR, руб.
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π*       = 4536-2362=2174








TC*    2362
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            0.15                                     21                                    41.85


Рис. 3.1. Максимизация прибыли производителя
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Рис. 3.2. Максимизация прибыли производителя
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         Рис. 3.3. Функция предложения фирмы








Ответ:


1. Q* =21 ;   π* = 2174 ;  Qбез ([0.15; 41.85] 


�EMBED Equation.3���
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