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Àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ ÌÍÊ
Ìîäåëü линейной регрессии:

yi = β1xi1 + ... + βmxim + εi, i = 1, ..., n.
Çäåñü i — íîìåð íàáëþäåíèÿ. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñåãî

èìååòñÿ n íàáëþäåíèé.
Зависимая переменная:

y = 






y1

!
 yn 

 .

Матрица регрессоров:

X = 







 x11 " x1m 

!  !
 xn1 "  xnm

 .

Êîãäà ãîâîðÿò îá ýêñïåðèìåíòàõ, òî ìàòðèöó X íàçûâàþò
ìàòðèöåé ïëàíà.

 Коэффициенты регрессии — ïàðàìåòðû:

ββββ = 






β1

!
 βm 

 .

Ошибки:

εεεε = 






ε1

!
 εn 

 .

Óðàâíåíèå ðåãðåññèè â ìàòðè÷íîé ôîðìå:
y = Xββββ + εεεε.

Òî æå óðàâíåíèå áûâàåò óäîáíî çàïèñàòü â âåêòîðíîé
ôîðìå:

y = β1x1 + ... + βmxm + εεεε.
Çäåñü

xj = 






x1j

!
 xnj 

 .

Âåêòîðà xj íàçûâàþò регрессорами, à òàêæå ôàêòîðàìè, íå-
çàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, îáúÿñíÿþùèìè ïåðåìåííûìè.
Îíè ÿâëÿþòñÿ ñòîëáöàìè ìàòðèöû X, ïî÷åìó îíà è íàçûâà-
åòñÿ ìàòðèöåé ðåãðåññîðîâ:

X = (x1, ..., xm).

×àñòî ìàòðèöó X áûâàåò óäîáíî ðàçáèòü íà ñòðîêè
 Xi = (xi1, ..., xim),
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ò.å.

X = 






X1

!
 Xn 

 .

Остаток ïî i-ìó íàáëþäåíèþ, ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîðó êî-
ýôôèöèåíòîâ ββββ:

εi(ββββ) = yi – Xiββββ.

(Â îòëè÷èå îò îøèáîê, îáîçíà÷àåìûõ ïðîñòî ÷åðåç εi
 , áó-

äåì çàïèñûâàòü îñòàòêè êàê ôóíêöèþ îò àðãóìåíòà ββββ, ò.å.
εi(ββββ).)

Âåêòîð îñòàòêîâ:  εεεε(ββββ) = y – Xββββ
Метод наименьших квадратов (МНК) ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè

суммы квадратов остатков (RSS — residual sum of squares) ïî ββββ:

 RSS(ββββ) = 
n

#
i=1

εi
2(ββββ) = 

n

#
i=1

(yi – Xiββββ)2 → min ββββ .

Ñóììà êâàäðàòîâ îñòàòêîâ â ìàòðè÷íîì âèäå:
 RSS(ββββ) = εεεε(ββββ)$εεεε(ββββ) = (y – Xββββ)$(y – Xββββ) =
  = y$y – y$Xββββ – ββββ$X$y + ββββ$X$Xββββ = y$y – 2y$Xββββ + ββββ$X$Xββββ.
Èñïîëüçóÿ ìàòðè÷íîå (â äàííîì ñëó÷àå âåêòîðíîå) äèô-

ôåðåíöèðîâàíèå, ìîæíî âû÷èñëèòü âåêòîð ïåðâûõ ïðîèçâîä-
íûõ ñóììû êâàäðàòîâ îñòàòêîâ ïî êîýôôèöèåíòàì ðåãðåññèè:

   
d RSS(ββββ)

d ββββ
 = (

d RSS(ββββ)

d ββββ1

, ..., 
d RSS(ββββ)

d ββββm

) = – 2y$X + 2ββββ$X$X.

Ïóñòü, íàïðèìåð, ìèíèìóì  äîñòèãàåòñÿ ïðè ββββ = ββββ%. Òîãäà
â ýòîé òî÷êå äîëæíî áûòü âûïîëíåíî óñëîâèå ïåðâîãî ïîðÿä-
êà:

d RSS(ββββ%)
d ββββ

 = – 2y$X + 2ββββ%$X$X = &$.

Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ýòî óñëîâèå ïåðâîãî
ïîðÿäêà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

X$(y – Xββββ%) = &.
èëè

X$y = X$Xββββ%.
Äàííîå ñîîòíîøåíèå îáû÷íî íàçûâàþò нормальным уравне-

нием.
Óñëîâèå ïåðâîãî ïîðÿäêà îçíà÷àåò, ÷òî îñòàòêè îðòîãî-

íàëüíû ðåãðåññîðàì:
X$e = &
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èëè
xj$e = 0,j = 1, ..., m.

Çäåñü e = ε(ββββ%) = y – Xββββ% — âåêòîð îñòàòêîâ ÌÍÊ.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè îäèí èç ðåãðåññîðîâ (íàïðèìåð 1-é) ÿâ-

ëÿåòñÿ âåêòîðîì, ñîñòîÿùèì èç åäèíèö (ò.å. x1 = '), èëè, äðó-
ãèìè ñëîâàìè, â ðåãðåññèè èìååòñÿ êîíñòàíòà (èëè ñâîáîä-
íûé ÷ëåí) òî

x1$e = '$e = 
n

#
i=1

ei = 0.

Ò.å. â ýòîì ñëó÷àå ñóììà îñòàòêîâ ðàâíà íóëþ. Ñðåäíåå
îñòàòêîâ òîæå áóäåò ðàâíî íóëþ:

e( = 
n

#
i=1

ei = 0.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòñÿ, ÷òî íîðìàëüíûå óðàâíåíèÿ
äåéñòâèòåëüíî îïðåäåëÿþò ìèíèìóì, íóæíî óáåäèòñÿ, ÷òî
ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ (ìàòðèöà Ãåññå) ïîëîæèòåëüíî
ïîëóîïðåäåëåíà. Ìàòðèöà Ãåññå äëÿ RSS(β) ðàâíà

d2RSS(ββββ)

d ββββ d
 ββββ$  = 

d2

d ββββ d
 ββββ$ (y$y – 2y$Xββββ + ββββ$X$Xββββ) =

= 
d

d ββββ$ (– 2y$X + 2ββββ$X$X) = 2X$X.

Ýòà ìàòðèöà íå çàâèñèò îò ββββ,,,, âñåãäà îäíà è òà æå. Êðîìå
òîãî, îíà ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà. Åñëè ê òîìó æå
det(X$X) ≠ 0, òî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Ïîñêîëüêó ìàò-
ðèöà Ãåññå âñþäó ïîëîæèòåëüíî (ïîëó-) îïðåäåëåíà, òî óñëî-
âèÿ 1-ãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿþò ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ñóììû
êâàäðàòîâ îñòàòêîâ RSS(ββββ).

Ïðåäïîëîæåíèå det(X$X) ≠ 0, ãàðàíòèðóåò åäèíñòâåííîñòü
ìèíèìóìà. Óñëîâèå det(X$X) ≠ 0 ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî
ìàòðèöà X èìååò ïîëíûé ðàíã ïî ñòîëáöàì

 rank(X) = m,
ò.å. îíî âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîëè÷åñòâî
ðåãðåññîðîâ íå ïðåâûøàåò êîëè÷åñòâà  íàáëþäåíèé (n ) m), è
ðåãðåññîðû (ñòîëáöû ìàòðèöû X) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äàëåå
ìû, êàê ïðàâèëî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ïðåäïîëîæåíèå âû-
ïîëíåíî (íåâûðîæäåííûé ñëó÷àé).

Èç íîðìàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè íåâûðîæ-
äåííîñòè ìîæåì íàéòè вектор коэффициентов МНК:
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X$y = X$Xββββ%       ⇒
ββββ% = (X$X )

–1

 X$y.

Остатки МНК ðàâíû
e = y – Xββββ%.

Åñëè det(X$X) = 0, òî ðåøåíèå íå åäèíñòâåííîå. Íà ñàìîì
äåëå ðåøåíèé â ýòîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íî ìíîãî (êîíòèíóóì).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èìåþùèåñÿ íàáëþäåíèÿ íå ïîçâîëÿþò ïî-
ëó÷èòü îöåíêè ÌÍÊ îäíîçíà÷íî. Ìîæíî íàçâàòü ýòî неиден-
тифицируемостью, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå äàæå åñëè áû íàì
áûëè òî÷íî èçâåñòíû çíà÷åíèÿ âåëè÷èí Xiββββ, ìû íå ìîãëè áû
ïî íèì âîññòàíîâèòü âåêòîð ββββ.

Õîòÿ ïðè det(X$X) = 0 îöåíêè ÌÍÊ íå åäèíñòâåííû, íî
óñëîâèå ïåðâîãî ïîðÿäêà X$e = & âñå ðàâíî âûïîëíåíî, è îñ-
òàòêè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ýòèì óñëîâèåì. Îñòàòêè
ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáúåäèíèì ìàêñè-
ìàëüíûé ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð ðåãðåññîðîâ â ìàòðèöó
X*. Òîãäà åñëè e* — îñòàòêè èç ðåãðåññèè y ïî X* (ò.å. e* = y –

X*ββββ%*, ãäå ββββ%* = (X*$X*)
–1
 X*$y), òî e* = e.

Òî÷íî òàêæå âñåãäà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ расчетные
значения Xββββ% çàâèñèìîé ïåðåìåííîé y, êîòîðûå îáîçíà÷àþòñÿ
y% :

y%  = Xββββ% = y – e.
Â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå

y%  = Xββββ% = X(X$X)–1

 X$y.

Ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ y%i ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîãíîç
âåëè÷èíû Xiββββ (ò.å. yi çà âû÷åòîì εi), ëèáî êàê ïðîãíîç yi â
òî÷êå Xi.

Òàê êàê X$e = &, òî
y% $e = 0,

ò.å. îñòàòêè è ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ îðòîãîíàëüíû.
Ïîñêîëüêó y = y%  + e, òî

y$y  = y% $y%  + e$e.
Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ, y% $e = 0,

y$y = (y%  + e)$(y%  + e) = y% $y%  + y% $e  + e$y%  + e$e =

 = y% $y%  + e$e.
Ïîëó÷èëè ðàçëîæåíèå ñóììû êâàäðàòîâ:

TSS = ESS + RSS.
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Îáùàÿ ñóììà êâàäðàòîâ (àíãë. total sum of squares):
TSS = y$y.

Îáúÿñíåííàÿ ñóììà êâàäðàòîâ (àíãë. explained sum of
squares):

ESS = y% $y%  = y$y – e$e.
Ñóììà êâàäðàòîâ îñòàòêîâ (îñòàòî÷íàÿ ñóììà êâàäðàòîâ,

àíãë. residual sum of squares):
RSS = e$e.

Геометрическая интерпретация МНК
Ðàññìîòðèì åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî E

n
 . (Çàìåòèì, ÷òî y,

εεεε, y% , e è ðåãðåññîðû ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè äëèíû n). Îáîçíà-

÷èì *(X) ïîäïðîñòðàíñòâî â E
n
 , íàòÿíóòîå íà ðåãðåññîðû x1,

..., xm.
Ãåîìåòðè÷åñêè çàäà÷à ÌÍÊ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè

òàêîé âåêòîð y%  èç  *(X), ÷òîáû åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó
y è y%  áûëî ìèíèìàëüíûì. Èíûìè ñëîâàìè, ìû èùåì ñðåäè
âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ðåãðåññîðîâ íàèáîëåå áëèçêóþ ê
y:

||y – y% || → min
y%  ∈ *(X).

Ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ÌÍÊ, ïîñêîëüêó:
(1) Ìèíèìèçàöèÿ ðàññòîÿíèÿ ýêâèâàëåíòíà ìèíèìèçàöèè

êâàäðàòà ðàññòîÿíèÿ ||y – y% ||2 = 
n

#
i=1

(yi – y%i)
2.

(2) Óñëîâèå y%  ∈ *(X) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ñóùåñòâóåò

âåêòîð ββββ∈+m
 , òàêîé ÷òî  y%  = Xββββ.

Â òî÷êå ìèíèìóìà îñòàòêè e = y – y%  îðòîãîíàëüíû (ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû) ïîäïðîñòðàíñòâó *(X), è y%  åñòü ïðîåêöèÿ y

íà *(X).
Îáîçíà÷èì ìàòðèöó ïðîåêöèè íà ïîäïðîñòðàíñòâî *(X)

÷åðåç PX èëè ïðîñòî P. Èñïîëüçóÿ ýòî îáîçíà÷åíèå, ìîæíî
çàïèñàòü

y%  = Py.
Â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå

P = X(X$X)
–1
 X$.
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Ìàòðèöó P íàçûâàþò èíîãäà «матрицей крышки», ïîñêîëü-
êó îíà «äîáàâëÿåò êðûøêó íàä y».

Ìîæíî ðàññìîòðåòü òàêæå ïîäïðîñòðàíñòâî *⊥
 (X), ÿâ-

ëÿþùååñÿ îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì *(X) â E
n
 . Îáîçíà÷èì

MX èëè ïðîñòî M ìàòðèöó ïðîåêöèè íà *⊥
 (X).

Îñòàòêè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ
e = My,

ò.å. îíè ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèåé y íà *⊥
 (X).

Â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå
M = I

 
n – X(X$X)

–1
 X$.

Ñâîéñòâà ìàòðèö P è M:
1) Ìàòðèöû P è M îäíîçíà÷íî çàäàþòñÿ ìàòðèöåé X

(äàæå â âûðîæäåííîì ñëó÷àå rank(X) < m).
2) Ìàòðèöû P è M ñèììåòðè÷íû:

P$ = P, M$ = M.
3) Ìàòðèöû P è M èäåìïîòåíòíû:

PP = P2 = P,  MM = M2 = M.
4) Ìàòðèöû P è M «ïîãàøàþò» äðóã äðóãà:

PM = &.
5) P + M = I

 
n.

6) rank(P) + rank(M) = n.
7) PX = X, MX = &.
Èç ñâîéñòâ ñèììåòðè÷íûõ èäåìïîòåíòíûõ ìàòðèö ñëåäó-

þò ñëåäóþùèå äâà ñâîéñòâà:
8) rank(P) = tr(P) è rank(M) = tr(M) (ðàíã è ñëåä ìàòðèö P

è M ðàâíû ìåæäó ñîáîé).
9) Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèö P è M — íóëè ëèáî

åäèíèöû, ïðè÷åì åäèíèö ðîâíî ñòîëüêî, êàêîâ ðàíã ìàòðè-
öû.

Äîêàæåì ñâîéñòâî (8) â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå:
tr(P) = tr(X(X$X)

–1
 X$) = tr(X$X(X$X)

–1
 ) =

= tr(I 
m) = m = rank(P)

è
tr(M) = tr(I 

n – P) = tr(I 
n) – tr(P) = n – m = rank(M).

Показатель влиятельности
Êàê èçìåíèòñÿ y%i, åñëè yi èçìåíèòñÿ íà âåëè÷èíó ∆yi?
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Âñïîìíèì, ÷òî y%  = Py, ò.å.

y%i = 
n

#
k=1

Pikyk = 
 

#
k≠i

Pikyk + Piiyi.

Òàêèì îáðàçîì,
∆y%i = Pii ∆yi.

Çäåñü — i-é äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ïðîåêöèîííîé ìàòðè-
öû P. Îáîçíà÷èì åãî hi.

×èñëî hi íàçûâàþò показателем влиятельности èëè DFFITS
(àíãë.???).

hi =  
∆y%i

∆yi

.

Ïîêàçàòåëü âëèÿòåëüíîñòè âñåãäà ïîëîæèòåëåí (â íåâû-
ðîæäåííîì ñëó÷àå), ïîñêîëüêó îí ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé
ôîðìîé ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé:

hi = Xi(X$X)
–1
 Xi$ > 0.

Ìàòðèöà (X$X)
–1
  ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ïîñêîëüêó ÿâëÿ-

åòñÿ îáðàòíîé ê ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöå X$X.
Çàìåòèì, ÷òî

n

#
i=1

hi = tr(P) = rank(P) = m.

Ñðåäíÿÿ âåëè÷èíà hi ðàâíà

h( = 
1
n

 
n

#
i=1

hi = 
m
n .

Åñëè hi ïðåâûøàåò h( â íåñêîëüêî ðàç (íàïðèìåð, â 4 ðàçà),
òî íàáëþäåíèå i ìîæíî ñ÷èòàòü âëèÿòåëüíûì. Ïîêàçàòåëü
âëèÿòåëüíîñòè äëÿ «ñáàëàíñèðîâàííîé» ìàòðèöû X äîëæåí

áûòü òàêèì, ÷òî hi ≈ h( ∀i.
Ìîæíî òàêæå ïîñìîòðåòü, êàê âëèÿåò èçìåíåíèå yi íà êî-

ýôôèöèåíòû β% j. Âåêòîðà y è ββββ%  ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

ββββ% = (X$X)
–1
 X$y.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå C = {cij} = (X$X)
–1
 X$. Òîãäà

β% j = 
n

#
i=1

cijyi.

Åñëè yi èçìåíèòñÿ íà âåëè÷èíó ∆yi, òî β% j èçìåíèòñÿ íà âå-
ëè÷èíó

∆β% j = cij∆yi.
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Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ âëèÿòåëüíîñòè â
äàííîì ñëó÷àå ñëåäóåò âçÿòü âåëè÷èíó

cij = 
∆β% j

∆yi

.

Âåêòîð (c1j, ..., cnj)$, îòðàæàþùèé âëèÿíèå èçìåíåíèé â y

íà êîýôôèöèåíò β% j íàçûâàþò DFBETASj.(???)
DFBETASj = ((X$X)

–1
 )jX$.

Теорема о разбиении регрессоров
(Ôðèø-Âó-Ëîóýëë) Òåîðåìà íå èìååò îïðåäåëåííîãî íà-

çâàíèÿ, õîòÿ è ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíîé â ðåãðåññèîííîì àíà-
ëèçå. Ìû ââåëè íàçâàíèå «Òåîðåìà î ðàçáèåíèè ðåãðåññîðîâ»
èñêëþ÷èòåëüíî èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ðàçáèëè âñå ðåãðåññîðû íà 2 ãðóï-
ïû. Îáúåäèíèì ðåãðåññîðû êàæäîé ãðóïïû â ìàòðèöû: X1 è
X2. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

X = [X1, X2].
Ýòî áëî÷íîå ðàçáèåíèå ìàòðèöû X.
Ðàçîáüåì âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ÌÍÊ íà ÷àñòè â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ ðàçáèåíèåì ðåãðåññîðîâ:

ββββ% = 



ββββ%1

ββββ%2

.

Íîðìàëüíûå óðàâíåíèÿ X$X ββββ%  = X$y ìîæíî ïåðåïèñàòü â
áëî÷íîì âèäå





 X1$X1  X1$X2 

 X2$X1  X2$X2 
 



ββββ%1

ββββ%2

  = 



X1$y

X2$y
 ,

Ïîëó÷èì ñèñòåìó:
X1$X1 ββββ%1 + X1$X2ββββ%2 = X1$y,

X2$X1 ββββ%1 + X2$X2ββββ%2 = X2$y.
Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ

ββββ% 1 = (X1$X1)
–1
  X1$(y – X2ββββ% 2).

Îòñþäà âèäíî, ÷òî åñëè ìû âû÷èñëèì ββββ% 2, òî äîâîëüíî ïðî-

ñòî âû÷èñëèòü ββββ% 1 — ýòî îöåíêè ÌÍÊ â ðåãðåññèè y – X2ββββ% 2 ïî

X1. Ýòîò ðåçóëüòàò ëåãêî ïîíÿòü: åñëè 



ββββ%1

ββββ%2

  äàåò ìèíèìóì

ñóììû êâàäðàòîâ îñòàòêîâ â ïîëíîé ðåãðåññèè, òî ββββ% 1 äîëæåí
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äàâàòü ìèíèìóì ïðè ôèêñèðîâàííûõ îñòàëüíûõ êîýôôèöè-
åíòàõ (ββββ1 = ββββ% 1).

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ ββββ% 1 âî âòîðîå óðàâíåíèå:

 X2$X1 (X1$X1)
–1
  X1$(y – X2ββββ% 2) + X2$X2ββββ%2 = X2$y.

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
 X2$X2ββββ%2 – X2$X1 (X1$X1)

–1
  X1$ X2ββββ% 2 =

 = X2$y – X2$X1 (X1$X1)
–1
  X1$y,

X2$X2ββββ%2 – X2$P1X2ββββ% 2 = X2$y – X2$P1
 y,

 X2$M1X2ββββ% 2 = X2$M1
 y,

ãäå P1 è M1 — îïåðàòîðû ïðîåêöèè íà ïðîñòðàíñòâà *(X1) è

*⊥
 (X1) ñîîòâåòñòâåííî:

P1 = X1 (X1$X1)
–1
  X1$,

 M1 = In – P1 = In – X1 (X1$X1)
–1
  X1$.

Íàéäåì îòñþäà ββββ% 2:

ββββ%2 = (X2$M1X2)
–1
 X2$M1

 y.

ÒåîðåìàÒåîðåìàÒåîðåìàÒåîðåìà (î ðàçáèåíèè ðåãðåññîðîâ).

Åñëè ββββ%  = 



ββββ%1

ββββ%2

 — îöåíêè ÌÍÊ â ðåãðåññèè  y  ïî X = [X1,

X2], òî ββββ%2 — îöåíêè ÌÍÊ â ðåãðåññèè M1
 y  ïî M1X2. Îñòàòêè

â îáåèõ ðåãðåññèÿõ ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî:
Îöåíêè ÌÍÊ â ðåãðåññèè M1

 y  ïî M1X2 ðàâíû

ββββ%2 = ((M1X2)$(M1X2))
–1
 (M1X2)$(M1y) =

= (X2$M1

2
 X2))

–1
 X2$M1

2
 y = (X2$M1X2)

–1
 X2$M1

 y,
à ýòî, êàê ìû ïîêàçàëè âûøå, è åñòü òà ÷àñòü âåêòîðà îöåíîê
â ðåãðåññèè  y  ïî X, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò X2.

Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî îñòàòêè â îáåèõ ðåãðåññèÿõ
ñîâïàäóò. Âûøå ìû ïîêàçàëè, ÷òî

ββββ% 1 = (X1$X1)
–1
 X1$(y – X2ββββ% 2).

Ïîýòîìó îñòàòêè â ðåãðåññèè  y  ïî X ðàâíû

 e = y – X1ββββ% 1 – X2ββββ% 2 = y – X1(X1$X1)
–1
 X1$(y – X2ββββ% 2) – X2ββββ% 2 =

 = y – P1(y – X2ββββ% 2) – X2ββββ% 2 = M1y – M1X2ββββ% 2.      ,

Èíòåðïðåòàöèÿ:
M1y — îñòàòêè èç ðåãðåññèè y ïî X1.
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(M1X2)j — îñòàòêè èç ðåãðåññèè (X2)j ïî X1, ãäå
(M1X2)j — j-é ñòîëáåö ìàòðèöû M1X2, (X2)j — j-é ñòîëáåö
ìàòðèöû X2.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñòðîèì ðåãðåññèþ y ïî X, íî áåðåì y
è ðåãðåññîðû ïðåäâàðèòåëüíî «î÷èùåííûå» îò ñîñòàâëÿþ-
ùåé, ëåæàùåé â *(X1). Äðóãèìè ñëîâàìè, çäåñü ìû ïðèìåíÿ-

åì ÌÍÊ ê ïðîåêöèÿì èñõîäíûõ äàííûõ íà *⊥
 (X1).

Òåîðåìó îñîáåííî ÷àñòî ïðèìåíÿþò ê ñëó÷àþ, êîãäà ìàò-
ðèöà X1 ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì, ñîñòîÿùèì èç åäèíèö:

X1 = '.
Ìàòðèöà M1 â ýòîì ñëó÷àå åñòü îïåðàòîð öåíòðèðîâàíèÿ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà z èìååì

M1
 z = z – 'n('n$'n)

–1
 'n$z = z – 'n 

1
n'n$z = z – z('n = z

c
 .

Çäåñü z( = 
1
n

 

#
i
zi = 

1
n'n$z — ñðåäíåå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé z,

z
c
  = z – z( 'n — öåíòðèðîâàííûé âåêòîð z.

Òàêèì îáðàçîì, M1y — öåíòðèðîâàííàÿ çàâèñèìàÿ ïåðå-
ìåííàÿ, M1X2 — ìàòðèöà ñîñòàâëåííàÿ èç öåíòðèðîâàííûõ
ðåãðåññîðîâ (âñåõ ðåãðåññîðîâ çà èñêëþ÷åíèåì êîíñòàíòû).
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

y
c
  = M1y   è   Xc

  = M1X2.
Ïî òåîðåìå î ðàçáèåíèè ðåãðåññîðîâ èìååì

 ββββ%2 = (X
c
 $X

c
 )

–1

 X
c
 $y

c
 ,

Ýòî îöåíêè â ðåãðåññèè yc
  ïî X c

 . Ïî òîé æå òåîðåìå îñ-
òàòêè â öåíòðèðîâàííîé ðåãðåññèè ñîâïàäóò ñ îñòàòêàìè â
èñõîäíîé ðåãðåññèè. Âûâîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî öåíòðèðîâàíèå
ïåðåìåííûõ íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàòû îöåíèâàíèÿ ðåãðåññèè,
åñëè â ðåãðåññèè ñîäåðæèòñÿ êîíñòàíòà (ïîíÿòíî, ÷òî åñëè
ïðèìåíÿòü öåíòðèðîâàíèå, òî êîíñòàíòó ïðèõîäèòñÿ âû÷èñ-
ëÿòü îòäåëüíî).

Ïðèìåíèì äàííóþ òåîðåìó, ÷òîáû ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ
ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòîâ ÌÍÊ â ñëó÷àå ïðîñòîé ðåãðåññèè (äâà
ðåãðåññîðà, îäèí èç êîòîðûõ — êîíñòàíòà):

yi = β1 + β2xi + εi.
Â ïðåæíèõ îáîçíà÷åíèÿõ

X1 = 'n,   X2 = x.
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Îöåíêà β% 2 íàõîäèòñÿ êàê îöåíêà â öåíòðèðîâàííîé ðåã-
ðåññèè:

β% 2 = (x
c
 $x

c
 )

–1
 x

c
 $y

c
  = 

x
c
 $y

c
 

 x
c
 $x

c
 
 .

Êîýôôèöèåíò β% 1 ìîæíî íàéòè ÷åðåç β% 2:

 β% 1  = (X1$X1)
–1
 X1$( y – X2ββββ% 2) = 

1
n'n$( y – β% 2x),

îòêóäà
β% 1  = y( – x(β% 2.

Åñëè x, y — âåêòîðà, ñîñòîÿùèå èç íåçàâèñèìûõ îäèíà-
êîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òî íåñìåùåííàÿ
îöåíêà èõ êîâàðèàöèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

 Co%v(x, y) = 
1

n – 1
 x

c
 $y

c
 ,

îöåíêà äèñïåðñèé ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí — ïî ôîðìóëàì

Va%r(x) = 
1

n – 1
 x

c
 $x

c
 , Va%r(y) = 

1
n – 1

 y
c
 $y

c
 ,

à îöåíêà êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè — ïî ôîðìóëå

 ρ%(x, y) = Co%v(x, y) / Va%r(x)
 Va%r(y).

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïåðåïèñàòü ôîðìóëó
äëÿ êîýôôèöèåíòà ïðè x ñëåäóþùèì îáðàçîì:

 β% 2 = 
x

c
 $y

c
 

 x
c
 $x

c
 
  = 

Co%v(x, y)

Va%r(x)

ëèáî

 β% 2 = ρ%(x, y) ⋅ Va%r(y)

Va%r(x)
.

Öåíòðèðóÿ ïåðåìåííûå, ìû «î÷èùàåì» èõ îò ñðåäíåãî.
Íî ýòè æå ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíèìû â ñëó÷àå, êîãäà îäèí èç
ðåãðåññîðîâ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì òðåíäîì, òî åñòü ïåðåìåííîé,
êîòîðàÿ ëèíåéíî ìåíÿåòñÿ îò íîìåðà íàáëþäåíèÿ, íàïðèìåð,
ïåðåìåííîé âèäà

 







 1 

 2 
 3 
 ! 
 n 

 .

À èìåííî, åñëè â ðåãðåññèè åñòü êîíñòàíòà è òðåíä, òî îöåí-
êè ÌÍÊ äîëæíû ñîâïàñòü ñ îöåíêàìè, ïîëó÷åííûìè èç ðåã-
ðåññèè, â êîòîðîé âñå ïåðåìåííûå «î÷èùåíû» îò ñðåäíåãî è
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òðåíäà. Äëÿ ýòîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ è áûëà âïåðâûå Ð. Ôðè-
øåì ñôîðìóëèðîâàíà äàííàÿ òåîðåìà.

Вычисление оценок МНК и других
регрессионных величин

Íåïîñðåäñòâåííûé ìåòîä
ββββ%  = (X$X)

–1
 X$y.

— íå ñàìûé áûñòðûé è ïðîñòîé. Òðåáóåòñÿ îáðàùàòü ìàòðè-
öó, ëèáî ðåøàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé

(X$X)ββββ%  = X$y.

Ìåòîä òðèàíãóëÿðèçàöèè:
X$X = T$T,

ãäå T — âåðõíÿÿ (èëè æå íèæíÿÿ) òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Òà-
êîå ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàþò разложением Холецкого èëè триан-
гуляризацией. Îíî ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé ñèììåòðè÷íîé ïîëî-
æèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííîé ìàòðèöû, ò.å. è äëÿ X$X. Íå-
ñëîæíî ïîñòðîèòü ðåêóððåíòíûé àëãîðèòì äëÿ ðàñ÷åòà T ïî
äàííîé ìàòðèöå X$X. Ìû íå áóäåì äàâàòü çäåñü ôîðìàëüíîå
îïèñàíèå àëãîðèòìà, ïðèâåäåì ëèøü êîíêðåòíûé ïðèìåð, èç
êîòîðîãî ïîíÿòíî, êàê àëãîðèòì ðàáîòàåò.

Ïðèìåð.

 X = 







 1  0  1 
 1  5  3 
 1  0  4 
 1  5  6 

. X$X = 




 4  10  14 

 10  50  45 
 14  45  62

.

 T = 






 t11  t12  t13 

 0  t22  t23 
 0  0  t33

,

 T$T = 







t
 2
11  t

 
11t

 
12  t

 
11t

 
13 

 t
 
11t

 
12  t

 2
12 + t

 2
22  t

 
12t

 
13 + t

 
22t

 
23 

 t
 
11t

 
13  t

 
12t

 
13 + t

 
22t

 
23  t

 2
13 + t

 2
23 + t

 2
33

,

t11 = 4 = 2,

t12 = 10/t11 = 5, t22 = 50 – t
 2
12 = 5,

t13 = 14/t11 = 7, t23 = (45 – t12 t13)/t22 = 10/5 =2,

t33 = 62 – t
 2
13 – t

 2
23 = 62 – 49 – 4 = 3.

T = 




 2  5  7 

 0  5  2 
 0  0  3

.
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(Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû T äëÿ îïðåäåëåííîñòè
âåçäå âûáèðàåì ïîëîæèòåëüíûìè.)

Óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ββββ%  ïðèìóò âèä
T$T ββββ%  = X$y.

Ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîæíî ðåøàòü â äâà ýòàïà. Ñíà÷à-
ëà íàõîäèì âåêòîð t èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

T$t = X$y,

ãäå t = (T$)–1
 X$y. Ïîòîì íàõîäèì ββββ%  èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

T ββββ%  = t.
Êàæäûé ðàç ðåøàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ òðåóãîëüíîé

ìàòðèöåé, à ýòî äîâîëüíî ïðîñòî.

Ïðèìåð.
Ïóñòü ìàòðèöà X òà æå. Âîçüìåì

y = 







 1 
 4 

 –2 
 1 

.

Òîãäà

X$y = 




 4 

 25 
 11 

.

Íàéäåì t èç ñèñòåìû T$t = X$y:
2t1 = 4
5t1 + 5t2 = 25

7t1 + 2t2 + 3t3 = 11.
Îòêóäà

t1 = 4/2 =2,
t2 = (25 – 5⋅2)/5 =3,
t3 = (11 – 7⋅2 – 2⋅3)/3 = –3.

Òåïåðü íàéäåì ββββ%  èç ñèñòåìû T ββββ%  = t:

2β% 1 + 5β% 2 + 7β% 3 = 2

5β% 2 + 2β% 3 = 3

3β% 3 = –3.
Îòêóäà

β% 3 = – 1,

β% 2 = (3 – 2⋅(–1))/5 = 1,

β% 1 = (2 – 5⋅1 – 7⋅(–1))/2 = 2.
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Îáîçíà÷èì X-  = XT –1
 .1 Ïîñêîëüêó X-  ïîëó÷àåòñÿ èç X ëè-

íåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, òî ïîäïðîñòðàíñòâà, íàòÿíóòûå íà
ñòîëáöû ýòèõ ìàòðèö ñîâïàäàþò:

*(X- ) = *(X).

Êðîìå òîãî, ìàòðèöà X-  èìååò îðòîíîðìèðîâàííûå ñòîëá-
öû:

X- $X-  = (T$)–1
 X$X T –1

  = (T$)–1
 T$T T –1

  = Im.

Òàêèì îáðàçîì, ñòîëáöû ìàòðèöû X-  ñîñòàâëÿþò îðòîíîð-
ìèðîâàííûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà *(X).

Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî
t = (T$)–1

 X$y = X- $y.
Ïðàêòè÷åñêè âñå àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ îöåíîê ÌÍÊ ïî-
ñòðîåíû íà ýòîì ïðèíöèïå.

Åñòü ïðîñòîé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçè-
ñà ïîäïðîñòðàíñòâà, íàòÿíóòîãî íà íåêîòîðóþ ñèñòåìó âåêòî-
ðîâ — ортогонализация Грама-Шмидта. Ýòîò àëãîðèòì ïîñòðîåí
òàê, ÷òî îäíîâðåìåííî ìû ïîëó÷àåì êîýôôèöèåíòû ïðåîáðà-
çîâàíèÿ â âèäå òðåóãîëüíîé ìàòðèöû, à ýòî íàì è òðåáóåòñÿ â
ïðåîáðàçîâàíèè Õîëåöêîãî.2 (Ìàòðèöà îðòîíîðìèðóþùåãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ áóäåò âåðõíåé òðåóãîëüíîé.)

Àëãîðèòì îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà ñîñòîèò èç
äâóõ ïðîñòûõ îïåðàöèé. Ïåðâàÿ îïåðàöèÿ — íîðìèðîâàíèå.
Ïîä íîðìèðîâàííûì âåêòîðîì x ìû ïîíèìàåì çäåñü âåêòîð x-
åäèíè÷íîé äëèíû (||x- || = 1), êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç x óìíîæå-
íèåì íà êîíñòàíòó:

x-  = 
x

||x||.

Âòîðàÿ îïåðàöèÿ — ïîëó÷åíèå èç âåêòîðà z âåêòîðà z.,
êîòîðûé áûë áû îðòîãîíàëåí äðóãîìó âåêòîðó — x (îðòîãîíà-
ëèçàöèÿ). Íàì òðåáóåòñÿ íàéòè ÷èñëî α, òàêîå ÷òîáû äëÿ

                                          
1 Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû ïðèíÿòî íàçûâàòü QR-ðàçëîæåíèåì. Â

äàííîì ñëó÷àå ìàòðèöà X-  èãðàåò ðîëü ìàòðèöû Q, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü îð-

òîãîíàëüíîé, à T –1
  èãðàåò ðîëü ìàòðèöû R, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü âåðõíåé

òðåóãîëüíîé.
2 Ìåòîä îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà ìåíåå ïîäâåðæåí îøèáêàì îê-

ðóãëåíèÿ, ÷åì ìåòîä, îñíîâàííûé íåïîñðåäñòâåííî íà ðàçëîæåíèè Õîëåöêî-
ãî ìàòðèöû X$X (ïðèìåð ýòîãî àëãîðèòìà áûë ïðèâåäåí âûøå).
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âåêòîðà z. = z – αx  âûïîëíÿëîñü z.$x = 0. Èç óðàâíåíèÿ (y – αx)$
x = 0 íàéäåì α = z$x/x$x, îòêóäà

z. = z – 
z$x
x$x

 x.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ îðòîíîðìèðîâàòü íàáîð ðåãðåññîðîâ (x1,

..., xn) — ïîëó÷èòü èç íåãî îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð (x- 1, ...,
x-n).

Ïåðâûé âåêòîð ïîëó÷èòü íåñëîæíî — äîñòàòî÷íî íîðìè-
ðîâàòü x1:

x- 1 = 
x1

||x1||
.

Ðàññìîòðèì øàã ðåêóððåíòíîãî àëãîðèòìà îðòîãîíàëèçà-
öèè. Ïóñòü ìû ïîëó÷èëè ïåðâûå k – 1 âåêòîðîâ: (x- 1, ..., x- k–1).
Íàéäåì íà îñíîâå xk îðòîãîíàëüíûé èì âåêòîð x.k èç *(X).
Åãî ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì

tjk = x- j$xk   (j = 1, ..., k–1).
Òîãäà

x.k = xk – 
k–1

#
j=1

tjkx- j.

Ýòîò âåêòîð, êàê íåñëîæíî ïðîâåðèòü, äåéñòâèòåëüíî îð-
òîãîíàëåí ïîëó÷åííûì ðàíåå:

x- s$x.k = x- s$xk – 
k–1

#
j=1

tjkx- s$x- j = tjk – tjk = 0.

Äàëåå âåêòîð x.k ñëåäóåò íîðìèðîâàòü:

x- k = 
x.k

||x.k||
.

Ìîæíî îáîçíà÷èòü tkk = ||x.k||, ïðè ýòîì x.k = tkkx- k, è ìîæíî
çàïèñàòü ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

xk = 
k

#
j=1

tjkx- j (k = 2, ..., m).

×òîáû ýòà ôîðìóëà áûëà âåðíà ïðè k = 1, îáîçíà÷èì t11 =
||x1||.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè òðåáóåìîå:
X = TX- ,

ãäå T — âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç âû-
÷èñëåííûõ â ðåçóëüòàòå àëãîðèòìà ÷èñåë tjk:
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 T = 






 t11  "  t1m 

 /  ! 
 0  tmm

.

Êàê ìû îòìå÷àëè âûøå, t = X- $y, ïîýòîìó
tj = x- j$y.

Èìåÿ âåêòîð t è ìàòðèöó T, ëåãêî ïîëó÷èòü îöåíêè ββββ% :
T ββββ%  = t.

Îñòàòêè ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

e = y – X- t = y – 
m

#
j=1

tjx- j,

ò.å. êàê äîïîëíèòåëüíûå «ïîëøàãà» òîãî æå àëãîðèòìà îðòî-
ãîíàëèçàöèè.3

Ïðèìåð.

X = 







 1  0  1 
 1  5  3 
 1  0  4 
 1  5  6 

, y = 







 3 
 18 
 2 

 13 

 ,

t11 = ||x1|| = 4 = 2, x- 1 = 







1/2 
 1/2 
 1/2 
 1/2 

 ,

t12 = 1/2⋅0 + 1/2⋅5 + 1/2⋅0 + 1/2⋅5 = 5.

x.2 = x2 – t21x- 1 = 







– 5/2
5/2

– 5/2
5/2

,

t22 = ||x.2|| = 
25
4 ⋅4 = 5, x- 2 = 







– 1/2
1/2

– 1/2
1/2

t13 =  1/2⋅1 + 1/2⋅3 + 1/2⋅4 + 1/2⋅6  = 7,

t23 =  – 1/2⋅1 + 1/2⋅3 – 1/2⋅4 + 1/2⋅6  = 2,

x.3 = x3 – t31x- 1 – t32x- 2 = 







– 3/2
– 3/2
3/2
3/2

,

                                          
3 Ìîæíî íà îñíîâå îñòàòêîâ âû÷èñëèòü t êàê t = X- $e. Ýòà ôîðìóëà ìåíåå

ïîäâåðæåíà îøèáêàì îêðóãëåíèÿ.
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t33 = ||x.3|| = 
9
4⋅4 = 3, x- 3 = 







– 1/2
– 1/2
1/2
1/2

,

T = 




 2  5  7 

 0  5  2 
 0  0  3

,

t1 = x- 1$y =   1/2⋅3 + 1/2⋅18 + 1/2⋅2 + 1/2⋅13 = 18,

t2 = x- 2$y =  –1/2⋅3 + 1/2⋅18 – 1/2⋅2 + 1/2⋅13 = 13,

t3 = x- 3$y =  –1/2⋅3 + 1/2⋅18 – 1/2⋅2 + 1/2⋅13 = –3,

e = y – t1x- 1 – t2x- 2 – t3x- 3 .

e1 = 3 – 1/2⋅18 – (–1/2)⋅13 – (–1/2)⋅(–3) = –1.

e2 = 18 – 1/2⋅18 – 1/2⋅13 – (–1/2)⋅(–3) = 1.

e3 = 2 – 1/2⋅18 – (–1/2)⋅13 – 1/2⋅(–3) = 1.

e4 = 13 – 1/2⋅18 – 1/2⋅13 – 1/2⋅(–3) = –1.

Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ T ββββ%  = t, íàõîäèì ββββ%  = 




 5 

 3 
 –1 

.

Ортогональная матрица регрессоров
Ïóñòü ìàòðèöà X òàêîâà, ÷òî ðåãðåññîðû ïîïàðíî îðòîãî-

íàëüíû, ò.å. äëÿ ëþáîé ïàðû ðåãðåññîðîâ xj, xs (j ≠ s) âûïîë-
íÿåòñÿ xj$xs = 0. Ïðè ýòîì ìàòðèöà X$X áóäåò äèàãîíàëüíîé:

X$X = diag(x1$x1, ..., xm$xm).
Òîãäà

(X$X)
–1
  = diag(

1

x1$x1

, ..., 
1

xm$xm

),

 ββββ%  = diag(
1

x1$x1

, ..., 
1

xm$xm

) X$y,

ò.å.

β% j = 
xj$y
xj$xj

.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî îöåíêà êîýôôèöèåíòà
ïðè ëþáîì ðåãðåññîðå íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû ëþáîãî äðóãî-
ãî ðåãðåññîðà. Êðîìå òîãî, åñëè ÷àñòü ðåãðåññîðîâ îòáðîñèòü,
òî îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ïðè îñòàâøèõñÿ ðåãðåññîðàõ íå
èçìåíÿòñÿ, ò.å. åñëè X = [X1, X2], è
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ββββ% 1

ββββ% 2

  = (X$X)
–1
  



X1$y

X2$y
 ,

òî
ββββ% 1 = (X1$X1)

–1
 X1$y   (è  ββββ% 2 = (X2$X2)

–1
 X2$y).

Â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíûõ ðåãðåññîðîâ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â
ïðåäñòàâëåíèè

y = β% 1x1 + ... + β%mxm  + e

ñëàãàåìîå β% jxj — ýòî òà ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà y, êîòîðàÿ
«îáúÿñíåíà» j-ì ðåãðåññîðîì. Ñ÷èòàÿ òàê, ìû íå ñòîëêíåìñÿ
ñ çàòðóäíåíèÿìè, ïîñêîëüêó âñå ñëàãàåìûå çäåñü îðòîãîíàëü-
íû ìåæäó ñîáîé:

xj$xs = 0 ïðè j ≠ s
ñîãëàñíî óñëîâèÿì, à

xj$e = 0
— íîðìàëüíûå óðàâíåíèÿ, âûïîëíÿþùèåñÿ äëÿ îöåíîê
ÌÍÊ.

Ïîýòîìó â ïðîèçâåäåíèè y$y âñå ïåðåêðåñòíûå ÷ëåíû
äîëæíû «çàíóëèòüñÿ»:

y$y = β% 1

2
 x1$x1 + ... + β%m

2
 xm$xm  + e$e.

Çäåñü
y$y — îáùàÿ ñóììà êâàäðàòîâ (TSS),

β% j

2
 xj$xj — òî, ÷òî «îáúÿñíåíî» â îáùåé ñóììå êâàäðà-

òîâ j-ì ðåãðåññîðîì (ESSj),
e$e — îñòàòî÷íàÿ («íåîáúÿñíåííàÿ») ñóììà êâàäðàòîâ

(RSS).
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå ñóììû

êâàäðàòîâ:

TSS = 
 

#
j

ESSj + RSS.

Ìîæíî ðàññìîòðåòü áîëåå îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü X ìîæíî
ðàçáèòü íà k ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ ïîäìàòðèö:

X = [X1, ..., Xk],
è

Xs$Xt = & (s ≠ t).
Òîãäà ìàòðèöà X$X áóäåò áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé:
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X$X = 






 X1$X1  0 

 / 
 0 Xk$Xk 

.

Îòñþäà

(X$X)
–1
  = 







(X1$X1)

–1
    0 

 / 
 0 (Xk$Xk)

–1
  

,

ββββ%  = 






(X1$X1)

–1
    0 

 / 
 0 (Xk$Xk)

–1
  

 






X1$y

!
Xk$y

 = 







(X1$X1)
–1
 X1$y

!
 (Xk$Xk)

–1
 Xk$y

.

Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíòû ÌÍÊ ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü
îòäåëüíî äëÿ êàæäîé èç ïîäìàòðèö:

ββββ% s = (Xs$Xs)
–1
 Xs$y.

Íà ýòè îöåíêè íèêàê íå âëèÿåò òî, êàêîâû äðóãèå ïîä-
ìàòðèöû Xt (t ≠ s) è ïðèñóòñòâóþò îíè â ðåãðåññèè èëè íåò.

Ïîñêîëüêó
y = ββββ% 1X1 + ... + ββββ% kXk + e,

òî
y$y = ββββ% 1$X1$X1ββββ% 1 + ... + ββββ% k$Xk$Xk ββββ% k + e$e.

Çäåñü ββββ% s$Xs$Xs
 ββββ% s — ñóììà êâàäðàòîâ, îáúÿñíåííàÿ s-é

ãðóïïîé ðåãðåññîðîâ.

Линейные преобразования переменных
регрессии

Ïóñòü ïåðåìåííûå ðåãðåññèè áûëè ïðåîáðàçîâàíû ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

y. = αy + Xa,  X.  = XA,
ãäå α — ñêàëÿð, a — âåêòîð, A — êâàäðàòíàÿ íåâûðîæäåí-
íàÿ ìàòðèöà.

Îöåíêè ÌÍÊ â «ïðåîáðàçîâàííîé» ðåãðåññèè ðàâíû
 ββββ. = (X. $X. )

–1
 X. $y. = (A$X$XA)

–1
 A$X$(αy + Xa) =

  = (A$)–1
 (X$X)

–1
 X$(αy + Xa) =

  = (A$)–1
 (α(X$X)

–1
 X$y + (X$X)

–1
 X$Xa),

ò.å.
ββββ. = (A$)–1

 (αββββ%  + a).
Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ

ïðèâîäÿò ê ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì êîýôôèöèåíòîâ.
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Ìîæíî âîññòàíîâèòü êîýôôèöèåíòû ÌÍÊ èñõîäíîé ðåã-
ðåññèè:

ββββ%  = 
1

 α (A$ββββ.  – a).

Ìàòðèöà ïðîåêöèè íà *⊥
 (X. ) ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé ïðîåê-

öèè íà *⊥
 (X):

M.  = I – X. (X. $X. )
–1
 X. $ = I – XA(A$X$XA)

–1
 A$X$

= I – X(X$X)
–1
 X$ = M.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî îñòàòêè â «ïðåîáðàçîâàííîé» ðåãðåññèè
ðàâíû

e. = M. y. = My. = αMy + MXa = αMy = αe.
Íà îñòàòêè, òàêèì îáðàçîì, âëèÿåò òîëüêî α (ìíîæèòåëü

ïðè y), è åñëè α = 1, òî îñòàòêè ñîâïàäóò ñ îñòàòêàìè â èñ-
õîäíîé ðåãðåññèè.

Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ êàê
âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü. Ñâîéñòâà

îöåíîê
Ïðîöåññ, êîòîðûé ïîðîæäàåò äàííûå:

y = Xββββ + εεεε.
Â ýòîé ìîäåëè εεεε — íåíàáëþäàåìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,

íàçûâàåìûå ошибками èëè возмущениями, y è X èçâåñòíû, à
ββββ — âåêòîð íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
áûë íåêîòîðûé âåêòîð истинных параметров ββββ1, ò.å. äàííûå áûëè
ïîðîæäåíû óêàçàííûì ïðîöåññîì ïðè ββββ = ββββ1, è òðåáóåòñÿ êà-
êèì-òî îáðàçîì îöåíèòü ýòîò âåêòîð íà îñíîâàíèè èìåþùèõ-
ñÿ äàííûõ (y è X).

Ïðè ýòîì äåëàþòñÿ êàêèå-òî ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, êàêîå
ðàñïðåäåëåíèå èìåþò îøèáêè εεεε è ìàòðèöà ðåãðåññîðîâ X.
Èìåþòñÿ äâå ðàçíîâèäíîñòè âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé ðåãðåñ-
ñèè:

1) ðåãðåññîðû — äåòåðìèíèðîâàííûå âåëè÷èíû (íå ñëó-
÷àéíûå);

2) ðåãðåññîðû — ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (ïî êðàéíåé ìåðå
÷àñòü èç íèõ).
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Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïî óìîë÷àíèþ ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
èìååì äåëî ñî ñëó÷àéíûìè ðåãðåññîðàìè è ñïåöèàëüíî îãîâà-
ðèâàòü, êîãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü äåòåðìèíèðîâàííîñòü ðåã-
ðåññîðîâ.

Îá îøèáêàõ ïðåäïîëàãàþò ïðàêòè÷åñêè âñåãäà, ÷òî îíè
èìåþò íóëåâîå ìàò. îæèäàíèå:

 E(εεεε) = &.
(Çäåñü è â äàëüíåéøåì ìàò. îæèäàíèÿ áåðóòñÿ â ïðåäïîëî-

æåíèè ββββ = ββββ1.)
Êðîìå òîãî, ÷àñòî ïðåäïîëàãàþò, ÷òî E(εεεεεεεε$) = σ2 In. Ïî-

ñêîëüêó E(εεεε) = &, òî E(εεεεεεεε$) åñòü êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îøè-
áîê, ò.å.

 E(εεεεεεεε$) = Var(εεεε).
Ïðåäïîëîæåíèå Var(εεεε) = σ2I îçíà÷àåò, âî-ïåðâûõ, ÷òî

îøèáêè ðàçíûõ íàáëþäåíèé íåêîððåëèðîâàíû ìåæäó ñîáîé:

 Cov(ε
 

i1
, ε

 

i2
) = 0   (i1 ≠ i2)

Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ ãîâîðÿò, ÷òî îòñóòñòâóåò авто-
корреляция ошибок.

Âî-âòîðûõ, Var(εεεε) = σ2I îçíà÷àåò, ÷òî äèñïåðñèè îøèáîê
äëÿ âñåõ íàáëþäåíèé îäèíàêîâû:

Var(εi) = σ2    ∀i.
Åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, òî ãîâîðÿò, ÷òî îøèáêà гомоске-
дастична, à åñëè íå âûïîëíåíî, òî ãîâîðÿò, ÷òî îøèáêà гетеро-
скедастична.

Êàê ïðàâèëî, ïðè îöåíèâàíèè ðåãðåññèè èñòèííàÿ âåëè-
÷èíà дисперсии ошибки σ2, (êîòîðóþ, ïî àíàëîãèè ñ èñòèííîé
âåëè÷èíîé êîýôôèöèåíòîâ îáîçíà÷èì σ12) íåèçâåñòíà, òî åñòü
σ2 ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðîì, êîòîðûé òðåáóåòñÿ
îöåíèòü íàðÿäó ñ êîýôôèöèåíòàìè ββββ.

Ïðîöåäóðà îöåíèâàíèÿ, êîòîðóþ ìû èñïîëüçóåì, äàñò
âåêòîð оценок ββββ%. Ïðîöåäóðó (ñïîñîá) îöåíèâàíèÿ, êàê
ïðàâèëî, ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ôóíêöèþ ββββ%(y, X), êîòîðàÿ
ïîêàçûâàåò, êàê ïî èìåþùèìñÿ äàííûì ïîëó÷èòü îöåíêè.
Òàêóþ ôóíêöèþ íàçûâàþò оценивателем. (Àíãë. estimator —
îöåíèâàòåëü â îòëè÷èå îò estimate — îöåíêà. Ê ñîæàëåíèþ â
ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå âìåñòî îöåíèâàòåëÿ ãîâîðÿò îá
îöåíêàõ. Ìû â äàëüíåéøåì òîæå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåðìè-
íîì «îöåíêè», åñëè ýòî íå ïðèâîäèò ê ïóòàíèöå.) Çàìåòèì,



Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ ðåãðåññèè

23

÷òî îöåíèâàòåëü äîëæåí áûòü îïðåäåëåí äëÿ ìàòðèö ñ ðàç-
ëè÷íûì êîëè÷åñòâîì ñòîëáöîâ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàçíîìó
êîëè÷åñòâó èìåþùèõñÿ íàáëþäåíèé n.

Îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, êàê ìû âèäåëè â ïðåäû-
äóùåé ãëàâå, çàäàþòñÿ ôîðìóëîé

ββββ%МНК(y, X) = (X$X)
–1
 X$y.

Åñòü è äðóãèå ñïîñîáû îöåíèâàíèÿ. Íî â äàëüíåéøåì ìû ñî-
ñðåäîòî÷èì âíèìàíèå íà ÌÍÊ, êàê ñàìîì óäîáíîì ñïîñîáå
îöåíèâàíèÿ, îáëàäàþùèì, ê òîìó æå ðÿäîì «õîðîøèõ»
ñâîéñòâ.

Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð îöåíîê ββββ% ïîëó÷àþò íà îñíîâå ñëó-
÷àéíûõ äàííûõ, ïîýòîìó ýòî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

×åãî ìû õîòèì îò îöåíîê? Äîëæíà áûòü íåêîòîðàÿ öåëå-
âàÿ ôóíêöèÿ.

Îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò функцию потерь L(ββββ,ββββ1) — êàêèå ïî-
òåðè ìû íåñåì, åñëè ïîëó÷èëè îöåíêó ββββ ïðè èñòèííîì çíà÷å-
íèè ïàðàìåòðîâ  ββββ1. Õîòåëîñü áû íàéòè òàêîé îöåíèâàòåëü ββββ%(⋅,⋅
), ÷òîáû îí  ìèíèìèçèðîâàë îæèäàåìûå ïîòåðè, ò.å.

E(L(ββββ%(y, X), ββββ1)) → min 
ββββ%(⋅,⋅).

Çàìåòüòå, ÷òî ýòî îïòèìèçàöèÿ ïî ôóíêöèè, òàê êàê îöå-
íèâàòåëü — ôóíêöèÿ äàííûõ.

Ñàìîé ðàñïðîñòðàíåííîé è ïðîñòîé ÿâëÿåòñÿ квадратичная
функция потерь:

 L(ββββ,ββββ1) = (ββββ – ββββ1)$Q (ββββ – ββββ1),
ãäå Q — íåêîòîðàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-
íàÿ ìàòðèöà. Ýòî ïðîñòî îáîáùåíèå åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ββββ è ββββ1.
(Ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà + ñèììåòðè÷íîñòü)

Îæèäàåìûå ïîòåðè ïðè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïîòåðü
íàçûâàþò среднеквадратической ошибкой (èëè ñðåäíèì êâàäðà-
òîì îøèáêè; çäåñü ñëîâî «ñðåäíèé» èñïîëüçóåòñÿ â ñìûñëå
«îæèäàåìûé»):

MSEQ(ββββ%) = E((ββββ% – ββββ1)$Q (ββββ%  – ββββ1)).
Îøèáêó îöåíèâàíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó äâóõ

êîìïîíåíò:
ββββ% – ββββ1  = [ββββ% – E(ββββ%)] + [E(ββββ%) – ββββ1 ].

Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå èìååò íóëåâîå ìàò. îæèäàíèå:
E(ββββ% – E(ββββ%)) = &.
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Âòîðîå ñëàãàåìîå íàçûâàþò смещением èëè ñèñòåìàòè÷å-
ñêîé îøèáêîé:

Bias(ββββ%) = E(ββββ%) – ββββ1.
Ïîñêîëüêó ñìåùåíèå — äåòåðìèíèðîâàííàÿ âåëè÷èíà, òî

E[(ββββ% – E(ββββ%))$Q (E(ββββ%) – ββββ1)] = E[ββββ%  – E(ββββ%)]$Q (E(ββββ%) – ββββ1)
= &$Q (E(ββββ%) – ββββ1) = &.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêóþ îøèáêó òîæå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó äâóõ êîìïîíåíò:

 MSEQ(ββββ%) =

 = E(([ββββ% – E(ββββ%)] + [E(ββββ%) – ββββ1 ])$Q ([ββββ%  – E(ββββ%)] + [E(ββββ%) – ββββ1 ])) =

 = E((ββββ% – E(ββββ%))$Q (ββββ% – E(ββββ%))) + (E(ββββ%) – ββββ1)$Q (E(ββββ%) – ββββ1).

Óäîáíî ïåðåïèñàòü ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêóþ îøèáêó â ñëå-
äóþùåì âèäå:

 MSEQ(ββββ%) =

 = E(tr[(ββββ% – E(ββββ%))$Q (ββββ% – E(ββββ%))])+ Bias(ββββ%)$Q Bias(ββββ%) =

 = tr[E((ββββ% – E(ββββ%))(ββββ% – E(ββββ%))$)Q] + Bias(ββββ%)$Q Bias(ββββ%) =

 = tr[Var(ββββ%) Q] + Bias(ββββ%)$Q Bias(ββββ%).
Ïðè âûâîäå ýòîé ôîðìóëû ìû èñïîëüçîâàëè ñòàíäàðòíûé

ïðèåì, îñíîâàííûé íà äâóõ ïðîñòûõ ôàêòàõ:
(•) Ñëåä ñêàëÿðíîé âåëè÷èíû åñòü ñàìà ýòà ñêàëÿðíàÿ âå-

ëè÷èíà.
(•) Ñëåä ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòà-

íîâêå ìàòðèö:
tr(AB) = tr(BA).

Ïåðâîå èç ñëàãàåìûõ äàííîãî ðàçëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò
êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöå îöåíîê (Var(ββββ%)) è ñëóæèò ìåðîé
«ðàçáðîñà» îöåíîê. Âòîðîå èç ñëàãàåìûõ ñîîòâåòñòâóåò ñìå-
ùåíèþ îöåíîê.

Ê ñîæàëåíèþ, íåâîçìîæíî íàïðÿìóþ ìèíèìèçèðîâàòü
MSE (èëè ëþáûå äðóãèå îæèäàåìûå ïîòåðè). Ýòà âåëè÷èíà
çàâèñèò îò íåèçâåñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ðàñïðåäåëåíèÿ äàí-
íûõ, â òîì ÷èñëå îò íåèçâåñòíûõ èñòèííûõ ïàðàìåòðîâ ββββ1 .
Ýòà ïðîáëåìà ìîæåò áûòü ðåøåíà â ðàìêàõ байесовского подхо-
да ê îöåíèâàíèþ. Ñîãëàñíî ýòîìó ïîäõîäó, ïàðàìåòðû ββββ ÿâ-
ëÿþòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, î ðàñïðåäåëåíèè êîòîðîé íàì
ìîæåò áûòü ÷òî-òî èçâåñòíî (äðóãèìè ñëîâàìè, ó íàñ èìååòñÿ
òàê íàçûâàåìàÿ априорная информация). Òîãäà ìîæíî ðàññ÷è-
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òàòü ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêóþ îøèáêó óñëîâíóþ ïî òîé èíôîð-
ìàöèè, êîòîðàÿ ó íàñ èìååòñÿ. Õîòÿ ýòîò ïîäõîä èäåéíî ïðè-
âëåêàòåëåí, íî îí áîëåå ñëîæåí, ÷åì òðàäèöèîííàÿ ñòàòèñòè-
÷åñêàÿ òåîðèÿ, è ìû íå áóäåì èì çàíèìàòüñÿ. Äîñòàòî÷íî
ñêàçàòü, ÷òî â ðàìêàõ áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà ïðè îïðåäåëåí-
íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îöåíêè ÌÍÊ ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè
ñ òî÷êè çðåíèÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïîòåðü.

Â òðàäèöèîííîé ñòàòèñòèêå èñïîëüçóþò íå ñòîëü óòèëè-
òàðíûé ïîäõîä. Îáû÷íî ïðîñòî òðåáóþò, ÷òîáû îöåíêè îáëà-
äàëè íåêîòîðûìè «õîðîøèìè» ñâîéñòâàìè.

Свойства оценок МНК в конечных выборках
Îäíèì èç «õîðîøèõ» ñâîéñòâ îöåíîê ÿâëÿåòñÿ несмещен-

ность. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, îöåíêà ÿâëÿåòñÿ несмещенной,
êîãäà

Bias(ββββ%) = 0,
ò.å.
 E(ββββ%) = ββββ1.

ÒåîðåìàÒåîðåìàÒåîðåìàÒåîðåìà.
Åñëè E(εεεε|X) = &, òî îöåíêè ÌÍÊ ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåííû-

ìè.

Çàìå÷àíèå.
Åñëè ìàòðèöà X äåòåðìèíèðîâàííàÿ, òî

E(εεεε|X) = &     ⇔       E(εεεε) = &,
ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå â óñëîâèÿõ òåîðåìû äîñòàòî÷íî áûëî
áû ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû áåçóñëîâíîå ìàò. îæèäàíèå îøèáîê
áûëî íóëåâûì:
 E(εεεε) = &.

Ïðåäïîëîæåíèå E(εεεε|X) = &, ìîæíî óñëîâíî íàçâàòü «îðòî-
ãîíàëüíîñòü ìåæäó ðåãðåññîðàìè è îøèáêàìè». Ýòî îðòîãî-
íàëüíîñòü â äîâîëüíî ñèëüíîì ñìûñëå:

E(εεεε|X) = & âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âû-
ïîëíåíî E(F(X)εεεε) = & äëÿ ëþáîé ìàòðè÷íîé ôóíêöèè
F(X) : +m×n

  2 +n
 (ïîäõîäÿùåé ðàçìåðíîñòè) ????.
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Ò.å. äàííîå óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî îøèáêè â âå-
ðîÿòíîñòíîì ñìûñëå îðòîãîíàëüíû ëþáîé ôóíêöèè ðåãðåññî-
ðîâ.

Óñëîâèå E(εεεε|X) = & ìîæíî ðàçëîæèòü íà äâå ÷àñòè:
(1) E(εεεε) = & (ìàò. îæèäàíèå îøèáêè ðàâíî íóëþ);
(2) E(εεεε|X) = E(εεεε) (óñëîâíîå ïî X ìàò. îæèäàíèå îøèáêè

ðàâíî áåçóñëîâíîìó).
Âòîðîå ñâîéñòâî åñòü íå÷òî ñðåäíåå ìåæäó íåçàâèñèìî-

ñòüþ è íåêîððåëèðîâàííîñòüþ (Èç íåçàâèñèìîñòè εεεε è X ñëå-
äóåò ñâîéñòâî (2), à èç ñâîéñòâà (2) ñëåäóåò íåêîððåëèðîâàí-
íîñòü εεεε è X). Ïðèòîì ýòî àñèììåòðè÷íàÿ «íåçàâèñèìîñòü» —
ìàò. îæèäàíèå εεεε íå çàâèñèò îò X, íî íå íàîáîðîò.

Äîêàçàòåëüñòâî:
Ïîêàæåì ïðåæäå âñåãî, ÷òî îöåíêè ÌÍÊ ββββ% ÿâëÿþòñÿ íå-

ñìåùåííûìè óñëîâíî ïî X.
 E(ββββ% |X) = E((X$X)

–1
 X$y|X) = (X$X)

–1
 X$E(y|X) =

 = (X$X)
–1
 X$E(Xββββ1  + εεεε|X) = ββββ1  + (X$X)

–1
 X$E(εεεε|X) = ββββ1 .

Ïî ïðàâèëó ïîëíîãî ìàò. îæèäàíèÿ E(ββββ%) = E(E(ββββ% |X)), ïî-
ýòîìó

E(ββββ%) = E(ββββ1) = ββββ1.                         ,

Çàìåòèì, ÷òî íåñìåùåííàÿ îöåíêà íå âñåãäà ñàìàÿ õîðî-
øàÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ îæèäàåìûõ ïîòåðü. Íàïðèìåð, åñëè èñ-
ïîëüçîâàòü êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ ïîòåðü, òî âàæíà òàêæå
äèñïåðñèÿ. Â ñòàòèñòèêå íå ñòîëü ðåäêè ñëó÷àè, êîãäà íå-
ñìåùåííàÿ îöåíêà èìååò ñëèøêîì áîëüøóþ äèñïåðñèþ, è
ïîýòîìó èñïîëüçîâàòü åå íåæåëàòåëüíî.

Åñëè ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå äîñòàòî÷íî ñèëüíûõ óñëî-
âèé, â òîì ÷èñëå ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îöåíêè èç îïðåäåëåí-
íîãî êëàññà, òî îöåíèâàòåëü, ìèíèìèçèðóþùèé MSEQ, íå
áóäåò çàâèñåòü îò íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
îöåíèâàòåëü íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â
êëàññå линейных несмещенных оценок (â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòó-
ðå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ýòîãî ñâîéñòâà èñïîëüçóþò àááðåâèàòóðó
BLUE — best linear unbiased estimator). Ïîñêîëüêó ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ íåñìåùåííûå îöåíêè, òî ñëàãàåìîå â ðàçëîæåíèè
MSEQ, îòíîñÿùååñÿ ê ñìåùåíèþ, ðàâíî íóëþ è îñòàåòñÿ



Ñâîéñòâà îöåíîê ÌÍÊ â êîíå÷íûõ âûáîðêàõ

27

òîëüêî ñëàãàåìîå, îòíîñÿùååñÿ ê äèñïåðñèè. Òî, ÷òî îöåíêè
ÌÍÊ èìåþò íàèìåíüøóþ äèñïåðñèþ (òàêèå îöåíêè íàçûâàþò
эффективными) â êëàññå ëèíåéíûõ íåñìåùåííûõ îöåíîê, ýê-
âèâàëåíòíî òîìó, ÷òî îíè èìåþò ìèíèìàëüíóþ âåëè÷èíó
MSEQ ñðåäè ëèíåéíûõ íåñìåùåííûõ îöåíîê.

ÒåîðåìàÒåîðåìàÒåîðåìàÒåîðåìà (Ãàóññà-Ìàðêîâà).

Ïóñòü
(à) ìàòðèöà ðåãðåññîðîâ X äåòåðìèíèðîâàíà,
(á) E(εεεε) = &,
(â) E(εεεεεεεε$) = σ12I.

Òîãäà îöåíêè ÌÍÊ ββββ% = (X$X)
–1
 X$y èìåþò íàèìåíüøóþ

äèñïåðñèþ â êëàññå ëèíåéíûõ ïî y íåñìåùåííûõ îöåíîê.

Çàìå÷àíèå.
Îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè âîçíèêàþò ñ òåì, â êàêîì ñìûñ-

ëå ìîæíî ïîíèìàòü äèñïåðñèþ âåêòîðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû. Âåäü àíàëîãîì äèñïåðñèè â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ êî-
âàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà Var(ββββ%).

Ïóñòü A è B — äâå ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííûå
ìàòðèöû. Êàêàÿ èç íèõ áîëüøå? Âîçìîæíîå îïðåäåëåíèå ñî-
ñòîèò â ñëåäóþùåì: A > B, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà ΨΨΨΨ, òàêàÿ ÷òî A = B + ΨΨΨΨ; A ) B, åñëè
ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà ΨΨΨΨ, òà-
êàÿ ÷òî A = B + ΨΨΨΨ. Êîíå÷íî, ýòîò ñïîñîá äàëåêî íå âñåãäà ïî-
çâîëÿåò ñðàâíèòü äâå ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðå-
äåëåííûå ìàòðèöû. Íî â äàííîé òåîðåìå òðåáóåìàÿ ìàòðèöà
ΨΨΨΨ ñóùåñòâóåò, è ïîýòîìó ñðàâíåíèå âîçìîæíî.

Äðóãîé âàðèàíò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ðàññìàòðèâàòü
íå äèñïåðñèþ âåêòîðà, à äèñïåðñèþ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
ýëåìåíòîâ ýòîãî âåêòîðà. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îï-
ðåäåëåíèå:

Äèñïåðñèÿ âåêòîðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû a áîëüøå, ÷åì
äèñïåðñèÿ âåêòîðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû b òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà Var(γγγγ$a) > Var(γγγγ$b) ïðè ëþáîì íåíóëåâîì âåêòîðå
γγγγ.

Ìîæíî òàêæå ñëåäîâàòü ïðèâåäåííîé âûøå ëîãèêå, è èñ-
õîäèòü èç ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè. Ìû ìîæåì ðàñ-
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ñìîòðåòü îáîáùåíèå äèñïåðñèè, êîòîðîå óæå ÿâëÿåòñÿ ñêà-
ëÿðíîé âåëè÷èíîé:

 VarQ(ββββ%) = E((ββββ% – E(ββββ%))$Q (ββββ%  – E(ββββ%))),
ãäå Q — íåêîòîðàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-
íàÿ ìàòðèöà. Êàê ìû âèäåëè âûøå,

 VarQ(ββββ%) = tr[Var(ββββ%) Q].
(Ìû èñïîëüçîâàëè çäåñü, ÷òî äëÿ íåñìåùåííîé îöåíêè

MSEQ(ββββ%) = VarQ(ββββ%))

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì äîêàçûâàòü îäíî èç òðåõ ñîîò-
íîøåíèé:

(1) Var(ββββ%) = Var(ββββ%МНК) + ΨΨΨΨ, ãäå ΨΨΨΨ — ïîëîæèòåëüíî ïîëóîï-
ðåäåëåííàÿ ìàòðèöà;

(2) Var(γγγγ$ββββ%) ) Var(γγγγ$ββββ%МНК);
ëèáî

(3) VarQ(ββββ%) ) VarQ(ββββ%МНК),

ãäå ββββ% — ïðîèçâîëüíàÿ ëèíåéíàÿ íåñìåùåííàÿ îöåíêà êîýô-

ôèöèåíòîâ ðåãðåññèè, ββββ%МНК — îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ ìåòîäîì
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Îêàçûâàåòñÿ, âñå ýòè òðè èíòåðïðåòàöèè òåîðåìû Ãàóññà-
Ìàðêîâà ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî:
Ëèíåéíûé ïî y îöåíèâàòåëü äîëæåí èìåòü âèä Cy, ãäå C

= C(X) — ìàòðèöà ðàçìåðíîñòüþ m×n. Ìàò. îæèäàíèå îöåí-
êè Cy ðàâíî

 E(Cy) = C E(Xββββ1  + εεεε)) = CXββββ1  + E(εεεε) = CXββββ1 .
Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îöåíîê ðàâíà

Var(Cy) = E([Cy – E(Cy)] [Cy – E(Cy)]$) =

 = E(C [y –Xββββ1 ][y –Xββββ1 ]$C$).
Ïîñêîëüêó y – Xββββ1  = εεεε, òî

 Var(Cy) = E(C εεεεεεεε$C$) = CE(εεεεεεεε$)C$ = C(σ12I)C$ = σ12CC$.
Â ñëó÷àå îöåíîê ÌÍÊ C = (X$X)

–1
 X$, ïîýòîìó

 Var(ββββ%МНК) = σ12 (X$X)
–1
 X$((X$X)

–1
 X$)$ = σ12(X$X)

–1
 .

Íåñìåùåííîñòü îöåíîê îçíà÷àåò
CXββββ1  = ββββ1.

Íàì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îöåíèâàòåëü áûë íåñìåùåííûì ïðè
ëþáîì âåêòîðå èñòèííûõ îöåíîê ββββ1, à ýòî ìîæåò áûòü òîëüêî
åñëè CX = I.
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Îáîçíà÷èì
D = C – (X$X)

–1
 X$.

Çàìåòèì, ÷òî DX = CX – (X$X)
–1
 X$X = I – I = O.

Äèñïåðñèþ îöåíîê Cy äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû C, òà-
êèì îáðàçîì, ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Var(Cy) = σ12CC$ = σ12 (D + (X$X)
–1
 X$)(D + (X$X)

–1
 X$)$ =

= σ2(X$X)
–1
  + σ12DX(X$X)

–1
  + σ12 (X$X)

–1
 X$D$ + σ12DD$ = 

= Var(ββββ%МНК) + σ12DD$.
Ïîñêîëüêó ìàòðèöà σ12DD$ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî ïîëó-

îïðåäåëåííîé, òî

Var(Cy) ) Var(ββββ%МНК).
Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ îöåíîê ñ âåêòîðîì

êîýôôèöèåíòîâ γγγγ:
 Var(γγγγ$Cy) = γγγγ$Var(Cy)γγγγ = γγγγ$Var(ββββ%МНК)    γγγγ + σ2 γγγγ$DD$γγγγ =

= Var(γγγγ$ββββ%МНК) = σ12||γγγγ$D||2.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Var(γγγγ$Cy) ) Var(γγγγ$ββββ%МНК).
Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå
 VarQ(Cy) ) VarQ(ββββ%МНК).
Ïîñêîëüêó

VarQ(ββββ%) = tr[Var(ββββ%) Q] ,
òî

 VarQ(Cy) = tr[Var(Cy) Q] = tr[(Var(ββββ%МНК) + σ12DD$) Q] =

 = tr[Var(ββββ%МНК) Q] + σ12 tr[DD$Q] = VarQ(ββββ%МНК) + σ12 tr[D$QD].
Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ Q — ïîëîæèòåëü-

íî îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, íåñëîæíî ïîêàçàòü,
÷òî

 σ12 tr[D$QD] ) 0.         ,

Êîãäà ïîëüçóþòñÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, òî â
êà÷åñòâå îöåíêè äèñïåðñèè îøèáêè îáû÷íî áåðóò âåëè÷èíó

s2 = 
RSS
n – m.

Ýòà îöåíêà äèñïåðñèè îøèáêè ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàòðèöà X äåòåðìèíèðîâàíà. Ïîêàæåì
ýòî. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû êâàäðàòîâ îñòàòêîâ
ðàâíî

E(RSS) = E(e$e) = E((Mεεεε)$(Mεεεε)) = E(εεεε$M εεεε) =
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 = E(tr(εεεε$M εεεε)) = E(tr(εεεεεεεε$M )) = tr(E(εεεεεεεε$M)) =
 =  σ12 tr(InM

 ) = σ12 tr(M ) = σ12 (n – m).
Îòñþäà

 E(s2) = 
E(RSS)

n – m  = σ12.

Äîêàçûâàÿ òåîðåìó Ãàóññà-Ìàðêîâà, ìû âûâåëè, ÷òî êî-
âàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ÌÍÊ â ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî ìàòðèöà X äåòåðìèíèðîâàíà, ðàâíà

Var(ββββ%МНК) = σ12(X$X)
–1
 .

Ïîäñòàâèâ âìåñòî íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè åå îöåíêó s2,

ïîëó÷èì îöåíêó ìàòðèöû Var(ββββ%МНК):

 Va%r(ββββ%МНК) = s2(X$X)
–1
 .

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé.

Асимптотические свойства оценок МНК:
состоятельность

Ìû ðàññìîòðåëè âûøå ñâîéñòâà îöåíîê ÌÍÊ в конечных
выборках. Ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ òàêæå асимптотические свойства
îöåíîê, ò.å. ñâîéñòâà, ïðîÿâëÿþùèåñÿ ïðè ñòðåìëåíèè êîëè-
÷åñòâà íàáëþäåíèé ê áåñêîíå÷íîñòè. Âàæíåéøèì àñèìïòîòè-
÷åñêèì ñâîéñòâîì ÿâëÿåòñÿ состоятельность. Îöåíêà ïàðàìåò-
ðîâ íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé, åñëè îíà ñòðåìèòüñÿ â ñòàòè-
ñòè÷åñêîì ñìûñëå ê èñòèííîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðîâ ïî ìåðå
òîãî, êàê ðàñòåò êîëè÷åñòâî èìåþùèõñÿ íàáëþäåíèé n.
Îáû÷íîå îïðåäåëåíèå ñîñòîÿòåëüíîñòè îïèðàåòñÿ íà ñõîäè-
ìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè, ò.å. îöåíêà ββββ% (n)

  ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëü-
íîé, åñëè

plim
 
n→∞ ββββ%

(n)
  = ββββ1,

÷òî ïî îïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòíîãî ïðåäåëà îçíà÷àåò, ÷òî
äëÿ ëþáîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòû ε

 lim
 
n→∞ Prob(||ββββ% (n)

  – ββββ1 || < ε) = 1.
Èäåÿ ñîñòîÿòåëüíîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû ìîæåì

ïîòåíöèàëüíî âûÿñíèòü, êàêèì áûë èñòèííûé âåêòîð ββββ1, åñëè
áóäåì íàêàïëèâàòü äàííûå. Ñîñòîÿòåëüíîñòü — îñíîâíîå òðå-
áîâàíèå ê ñòàòèñòè÷åñêèì îöåíêàì. Âîîáùå ãîâîðÿ, îöåíêó,
êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé, îáû÷íî íå íàçûâàþò
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îöåíêîé. Âïîëíå äîïóñòèìûì ñ÷èòàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñìå-
ùåííûå èëè íåýôôåêòèâíûå îöåíêè, íî íå ïðèíÿòî èñïîëü-
çîâàòü íåñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè.

Ñëåäóåò, îäíàêî, îãîâîðèòüñÿ, ÷òî ñîñòîÿòåëüíîñòü — ýòî
òåîðåòè÷åñêîå ñâîéñòâî. Èññëåäîâàòåëü ðàñïîëàãàåò òîëüêî
êîíêðåòíûì êîíå÷íûì íàáîðîì äàííûõ. Åìó ìàëî ïîìîãàåò
òîò ôàêò, ÷òî, ïîñêîëüêó èñïîëüçóåìûé èì ñïîñîá îöåíèâà-
íèÿ ñîñòîÿòåëåí, òî, åñëè áû îí èìåë áåñêîíå÷íî ìíîãî äàí-
íûõ, òî îí áû òî÷íî çíàë èñòèííûå ïàðàìåòðû. Ñ ýòîé òî÷êè
çðåíèÿ ïîäõîä, áåðóùèé çà îñíîâó ôóíêöèþ ïîòåðü, êàæåòñÿ
áîëåå ïðàâèëüíûì.

Ïðè ðàññìîòðåíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ òîíêèé ìî-
ìåíò ñîñòîèò â òîì, êàêèì îáðàçîì äîáàâëÿþòñÿ íîâûå íà-
áëþäåíèÿ ê èìåþùåéñÿ âûáîðêå. Åñòü äâà îñíîâíûõ ñïîñîáà:

(1) Ìàòðèöà ðåãðåññîðîâ ïîâòîðÿåòñÿ. Ïóñòü ìû ðàññìàò-
ðèâàåì ðåãðåññèþ ñ n = n( è X

(n)
  = X( . Òîãäà ïðè n = 2n( ìàòðèöà

ðåãðåññîðîâ äîëæíà áûòü ðàâíà

X
(2n)
  = 



X(

X(
 .

(2) Çàäàíî ïðàâèëî, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì ïîðîæäàþò-
ñÿ ðåãðåññîðû. Åñëè j-é ðåãðåññîð äåòåðìèíèðîâàííûé, òî åãî
îáû÷íî ìîæíî çàäàòü êàê ôóíêöèþ íîìåðà íàáëþäåíèÿ, ò.å.

xij = fj(i).
Òèïè÷íûé ïðèìåð çäåñü — ëèíåéíûé òðåíä, êîãäà xij = i.

Ðåãðåññîð ìîæåò áûòü òàêæå âûáîðêîé íåêîòîðîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû (ñ íå èçìåíÿþùèìñÿ îò íîìåðà íàáëþäåíèÿ
ðàñïðåäåëåíèåì), ò.å. xij — íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäå-
ëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü áîëåå ñëîæíûå ïîðîæäàþùèå ïðî-
öåññû, íàïðèìåð, àâòîðåãðåññèîííûé ïðîöåññ:

xij = µ + ρxi–1j + ξi,
ãäå ξi — íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ìàò. îæèäàíèåì (ξi ~ IID(0,σ2)).

Åñëè ðåãðåññîðû íå íåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé èëè íå ÿâ-
ëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè äëÿ ðàçíûõ íàáëþäåíèé, òî íóæíî
ðàññìàòðèâàòü, âîîáùå ãîâîðÿ, ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Äîêàæåì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ îöåíêè ÌÍÊ ÿâ-
ëÿþòñÿ ñîñòîÿòåëüíûìè. Ìû èñïîëüçóåì ïðè äîêàçàòåëüñòâå
ñëåäóþùèå ïðàâèëà îïåðàöèé ñ âåðîÿòíîñòíûìè ïðåäåëàìè:
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(•) Åñëè ïðåäåëû plim
 
n→∞A

(n)
  è plim

 
n→∞B

(n)
 ñóùåñòâóþò, òî

plim
 
n→∞ (A

(n)
  + B

(n)
 ) = plim

 
n→∞A

(n)
  + plim

 
n→∞B

(n)
 .

(•) Åñëè ïðåäåëû plim
 
n→∞A

(n)
  è plim

 
n→∞B

(n)
 ñóùåñòâóþò, òî

plim
 
n→∞ (A

(n)
 B

(n)
 ) = plim

 
n→∞A

(n)
  plim

 
n→∞B

(n)
 .

(•) Åñëè plim
 
n→∞A

(n)
  = A

(∞)
  ñóùåñòâóåò, è det(A(∞)

 ) ≠ 0, òî

plim
 
n→∞((A

(n)
 )

–1
 ) = (A

(∞)
 )

–1
 .

ÒåîðåìàÒåîðåìàÒåîðåìàÒåîðåìà (ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíîê ÌÍÊ).

Ïóñòü ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

 plim
 

n→∞
 [
1
nX

(n)
 $X(n)

 ] = S     è      plim
 

n→∞
 [
1
nX

(n)
 $εεεε(n)

 ],

ïðè÷åì
(à) det(S) ≠ 0,

(á) plim
 

n→∞
 [
1
nX

(n)
 $εεεε(n)

 ] = &m.

Òîãäà plim
 

n→∞
 ββββ% (n)
МНК = ββββ1.

Çàìå÷àíèå:
Óñëîâèå (à) — ýòî óñëîâèå àñèìïòîòè÷åñêîé èäåíòèôèöè-

ðóåìîñòè. Óñëîâèå (á) — ýòî óñëîâèå àñèìïòîòè÷åñêîé îðòî-
ãîíàëüíîñòè ðåãðåññîðîâ è îøèáêè.

Äîêàçàòåëüñòâî:
(Ìû áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ n äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè.)

Ïîñêîëüêó ββββ%  
МНК = ββββ1  + (X$X)

–1
 X$εεεε, òî

 plim ββββ%  
МНК =  ββββ1  + plim[(

1
nX$X)

–1
  (

1
nX$εεεε)] =

 = ββββ1  + plim[(
1
nX$X)

–1
 ] plim[

1
nX$εεεε)]=

 = ββββ1  + plim[
1
nX$X]

–1
 plim[

1
nX$εεεε] =

 = ββββ1  + S
–1
 &m = ββββ1.             ,

Òåîðåìà òðåáóåò íåêîòîðûõ êîììåíòàðèåâ.

Îòêóäà â óñëîâèè òåîðåìû ìíîæèòåëü 
1
n?

Åñëè ìàòðèöà ðåãðåññîðîâ äåòåðìèíèðîâàííàÿ è ïîëó÷à-
åòñÿ ïîâòîðåíèåì íåêîòîðîé èñõîäíîé ìàòðèöû X( , ò.å.
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 X(kn-)
  = 











X(
!
X(

  
 
k
 
 ,

òî

 lim
 

n→∞
 [
1
nX

(n)
 $X(n)

 ] = X( $X( .

(Â äàííîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòíûé ïðåäåë åñòü ïðîñòî
îáû÷íûé ïðåäåë.)

Åñëè ìàòðèöà ðåãðåññîðîâ ñîñòîèò èç íåçàâèñèìûõ îäèíà-
êîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñòðîê, òî

plim
 

n→∞
 [
1
nX

(n)
 $X(n)

 ] = E(Xi$Xi)

— ýòî çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ âåêòîðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí (îí âûïîëíåí, åñëè âåðíû íåêîòîðûå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíî-
ñòè).

Ðàññìîòðèì òàêæå óñëîâèå plim
 

n→∞
 [
1
nX

(n)
 $εεεε(n)

 ] = &m. Åñëè

ìàòðèöà [X
(n)
 , εεεε(n)

 ] (ìàòðèöà ðåãðåññîðîâ, äîïîëíåííàÿ âåêòî-
ðîì îøèáîê) ñîñòîèò èç íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäå-
ëåííûõ ñòðîê, òî ïî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë

plim
 

n→∞
 [
1
nX

(n)
 $εεεε(n)

 ] = E(Xi$εi).

Åñëè ìû ïðåäïîëàãàåì, êàê îáû÷íî, ÷òî îøèáêè èìåþò
íóëåâîå ìàò. îæèäàíèå (E(εi) = 0), òî E(Xi$εi) åñòü êîâàðèàöèÿ
Xi è εi. Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå (íàáëþäå-

íèÿ íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû) óñëîâèå plim
 

n→∞
 [
1
n

X
(n)
 $εεεε(n)

 ] = &m ýêâèâàëåíòíî íåêîððåëèðîâàííîñòè ðåãðåññîðîâ
è îøèáêè.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû âûðîæäåííîñòè ïðåäåëà

 S = plim
 

n→∞
 [
1
nX

(n)
 $X(n)

 ],

â ñëó÷àå ÷åãî èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ íåèäåíòèôèöè-
ðóåìîñòü, è îöåíêè ÌÍÊ íåñîñòîÿòåëüíû.

Ìîæíî ðàññìîòðåòü äâà òèïè÷íûõ ñëó÷àÿ.
1) «Çàòóõàþùèé» ðåãðåññîð. Â äåòåðìèíèðîâàííîì ñëó÷àå

ýòî, íàïðèìåð, çàòóõàþùàÿ ýêñïîíåíòà:
xij = e

a–βi
  (β > 0).

Ñëó÷àéíûé ðåãðåññîð òîæå ìîæåò «çàòóõàòü»; íàïðèìåð,
xij = ξie

a–βi
  (β > 0),
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ãäå ÷åðåç ξi îáîçíà÷åíû íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåí-
íûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

 «Çàòóõàíèå» ðåãðåññîðà îçíà÷àåò, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêè îí
íåîòëè÷èì îò âåêòîðà, ñîñòîÿùåãî èç íóëåé. Íî åñëè îäèí èç
ðåãðåññîðîâ — íóëåâîé âåêòîð, òî ìàòðèöà ðåãðåññîðîâ èìååò
íåïîëíûé ðàíã. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðåãðåññîð «çàòóõàåò»,
òî ñ ðîñòîì êîëè÷åñòâà íàáëþäåíèé ìàòðèöà ðåãðåññîðîâ â
îïðåäåëåííîì ñìûñëå âñå áîëåå ïðèáëèæàåòñÿ ê ìàòðèöå íå-
ïîëíîãî ðàíãà.

2) Ïîëíàÿ êîððåëèðîâàííîñòü ðåãðåññîðîâ. Ïóñòü îïÿòü
ìàòðèöà ðåãðåññîðîâ ñîñòîèò èç íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ñòðîê. Òîãäà, êàê óæå ãîâîðèëîñü, S = E(Xi$Xi).
Åñëè ñðåäè ðåãðåññîðîâ åñòü ïàðà ðåãðåññîðîâ (j è k), òàêèõ
÷òî

 E(xij$xik) = E(xij
2) = E(xik

2),
òî j-ÿ è k-ÿ ñòðîêè ìàòðèöû S áóäóò ñîâïàäàòü ìåæäó ñîáîé,
è, ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà S áóäåò âûðîæäåííîé.

Íà ñàìîì äåëå äëÿ òîãî, ÷òîáû S áûëà âûðîæäåííîé, äîñ-
òàòî÷íî, ÷òîáû Cov(xij, xik) = 1 èëè –1 è ñðåäè îñòàëüíûõ ðåã-
ðåññîðîâ áûëà êîíñòàíòà.

Èçëîæåííàÿ òåîðåìà èñïîëüçóåò ñëèøêîì æåñòêèå óñëî-

âèÿ. Åñòü ñëó÷àè, êîãäà ïðåäåë plim
 

n→∞
 [
1
nX

(n)
 $X(n)

 ] íå ñóùåñò-

âóåò, à îöåíêè ÌÍÊ ñîñòîÿòåëüíû. Íà ñàìîì äåëå â ýòîì
ñëó÷àå îöåíêè ÌÍÊ ìîãóò áûòü ñâåðõñîñòîÿòåëüíûìè, òî
åñòü òàêèìè, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ê èñòèííûì ïàðàìåò-
ðàì ó íèõ ïðåâûøàåò îáû÷íóþ (áîëåå ôîðìàëüíîå îïðåäåëå-
íèå ñâåðõñîñòîÿòåëüíîñòè áóäåò äàíî íèæå???).

Óïîìÿíåì äâà õàðàêòåðíûõ ñëó÷àÿ.
Åñëè îäèí èç ðåãðåññîðîâ — ëèíåéíûé òðåíä (xij = i), òî

 
1
n

 xj$xj = 
1
n 

n (n  + 1)
 2  = 

n + 1
 2  → ∞.

ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå jj-é äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ìàò-

ðèöû 
1
nX$X äîëæåí ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ñ ðîñòîì n.

Äðóãîé õàðàêòåðíûé ñëó÷àé — ýòî ñëó÷àé, êîãäà îäèí èç
ðåãðåññîðîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå:

xij = xi–1j + ξi,
ãäå ξi ~ IID(0,σ2).
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Â ýòîì ñëó÷àå

E[
1
n

 xij$xij 
 | x1j] = x1j

2 + nσ2.

(Áåðåì óñëîâíîå ìàò. îæèäàíèå, ïîñêîëüêó áåçóñëîâíîãî
çäåñü ïðîñòî íå ñóùåñòâóåò.) Ïîýòîìó

 plim[
1
n

 xj$xj] = ∞.

Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè â ðåãðåññèè åñòü òàêîãî ðîäà ðåãðåññî-
ðû, òî äîïîëíèòåëüíûå íàáëþäåíèÿ äàþò ìíîãî íîâîé èí-
ôîðìàöèè î êîýôôèöèåíòàõ ïðè ýòèõ ðåãðåññîðàõ — â ýòîì
ïðè÷èíà ñâåðõñîñòîÿòåëüíîñòè. (Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàëè÷èå
ðåãðåññîðîâ òàêîãî ðîäà ìîæåò áûòü îïàñíûì, ïîñêîëüêó â
ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñòîëêíóòüñÿ ñ ïðîáëåìîé ëîæíîé ðåãðåñ-
ñèè. Ñì.???)

Ìîæíî ðàññìîòðåòü òàêæå àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà
îöåíêè äèñïåðñèè îøèáêè

 s2 = 
RSS
n – m.

ÒåîðåìàÒåîðåìàÒåîðåìàÒåîðåìà (ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè s2).

Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
! îøèáêè íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, ïðè-

÷åì E[εi] = 0,  E[εi
2] = σ12 ;

! ββββ% — ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà èñòèííîãî âåêòîðà ïàðàìåò-
ðîâ ββββ1;

! ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

 plim [
1
nX$X] = S     è      plim [

1
nX$εεεε] = s.

Òîãäà plim [
1
n RSS] = σ12.

Çàìå÷àíèÿ:

1) Ïîñêîëüêó plim[
1
n RSS] = σ12, òî plim[

1
n – m RSS] = σ12 (â

ïðåäåëå ìíîæèòåëè 
1
n è 

1
n – m íåîòëè÷èìû). Çíà÷èò, èç äàí-

íîé òåîðåìû ñëåäóåò ñîñòîÿòåëüíîñòü s2 = 
1

n – m
 RSS êàê îöåí-

êè äèñïåðñèè.



Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ êàê âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü. Ñâîéñòâà
îöåíîê

36

2) Â òåîðåìå íå èñïîëüçóåòñÿ òî, ÷òî ββββ% — îöåíêè ÌÍÊ.
Îíà âåðíà äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿòåëüíîãî âåêòîðà îöåíîê.

Äîêàçàòåëüñòâî:
Âûðàçèì îñòàòêè ÷åðåç îøèáêè ñëåäóþùèì îáðàçîì
 e = y – Xββββ% = y – Xββββ1  + X(ββββ1  – ββββ%) = εεεε + X(ββββ1  – ββββ%).
Îòñþäà

plim[
RSS

n ] = plim[
1
ne$e] =  plim[

1
nεεεε$εεεε] + plim[(

1
nX$εεεε)$(ββββ1  – ββββ%)] +

 + plim[(ββββ1  – ββββ%)$(
1
nX$εεεε)] + plim[(ββββ1  – ββββ%)$(

1
nX$X)(ββββ1  – ββββ%)] =

= plim[
1
nεεεε$εεεε] + plim[

1
nX$εεεε]$plim[ββββ1  – ββββ%] + plim[ββββ1  – ββββ%]$plim[

1
nX$εεεε] +

 + plim[ββββ1  – ββββ%]$plim[
1
nX$X] plim[ββββ1  – ββββ%] =

= plim[
1
nεεεε$εεεε]  + s$& + &$s + &$S & = plim[

1
nεεεε$εεεε].

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî, ïîñêîëüêó ββββ% — ñî-
ñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà, òî

 plim[ββββ1  – ββββ%] = &.

Ìåíåå ôîðìàëüíî ýòî ìîæíî äîêàçàòü òàê. Ïîñêîëüêó ββββ%
ïðèáëèæàåòñÿ ê ββββ1 ñ ðîñòîì êîëè÷åñòâà íàáëþäåíèé, òî e = y –

Xββββ% ïðèáëèæàåòñÿ ê εεεε    = y – Xββββ1 . (Â êàêîì-òî ñìûñëå, îñòàòêè

— ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè îøèáîê.) Ñëåäîâàòåëüíî, 
1
ne$e ïðè-

áëèæàåòñÿ ê 
1
nεεεε$εεεε.

Ïîñêîëüêó îøèáêè íåçàâèñèìû, òî èõ êâàäðàòû òîæå íå-
çàâèñèìû. Êðîìå òîãî, ìàò. îæèäàíèå êâàäðàòîâ îøèáîê
ðàâíî σ12. Òàêèì îáðàçîì, ïî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë

plim[
1
nεεεε$εεεε] = plim[

1
n

n

#
i=1

εi
2] = σ12.

Òåì ñàìûì, äîêàçàíî, ÷òî plim[
RSS

n ] =  σ12.  

,

Åñëè ìàòðèöà ðåãðåññîðîâ äåòåðìèíèðîâàíà, òî, êàê ìû
ïîêàçàëè âûøå,

Var(ββββ%) = σ12(X$X)
–1
 .

Â îáùåì ñëó÷àå ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíåíî òîëüêî óñëîâíî
ïî X:
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 Var(ββββ% |X) = σ12(X$X)
–1
 .

Âçÿâ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ îò îáåèõ ÷àñòåé, ïîëó÷èì
Var(ββββ%) = E(Var(ββββ% |X)) = σ12E((X$X)

–1
 ).

Âåëè÷èíó
 Va%r(ββββ%) = s2(X$X)

–1
 

ïðè âûïîëíåíèè ðÿäà ïðåäïîëîæåíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü â
êà÷åñòâå îöåíêè Var(ββββ%) â ñëó÷àå ñëó÷àéíîé ìàòðèöû ðåãðåñ-
ñîðîâ, òàê êàê îíà áóäåò ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé.

Ïóñòü, íàïðèìåð, ñòðîêè ìàòðèöû ðåãðåññîðîâ íåçàâèñè-
ìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû. Ïî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë

plim[
1
nX$X] = E(Xi$Xi) = 

1
n E(X$X).

Êðîìå òîãî, êàê òîëüêî ÷òî äîêàçàíî, plim[s2] = σ12. Ïîýòîìó

 plim[nVa%r(ββββ%)] = plim[s2 n(X$X)
–1
 ] =

  = plim[s2] plim[
1
nX$X]

–1
  = σ12(

1
nE(X$X))

–1
  = nσ12(E(X$X))

–1
 .

(?????????????)

Свойства функций от коэффициентов МНК
Ïóñòü íàì òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü îöåíêè ïàðàìåòðîâ γγγγ∈+k

 ,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè èñõîäíûõ êîýôôèöèåíòîâ:

 γγγγ = g(ββββ).
Åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü îöåíêè ñëåäóþùåãî âèäà:

γγγγ% = g(ββββ% ).

Åñëè g(⋅) — íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî, ïîñêîëüêó ββββ%  — ñî-

ñòîÿòåëüíûå îöåíêè ββββ1, òî ïî òåîðåìå Ñëóöêîãî γγγγ% äîëæíû

áûòü ñîñòîÿòåëüíûìè îöåíêàìè âåëè÷èíû γγγγ1  = g(ββββ1).
Áóäóò ëè ýòè îöåíêè íåñìåùåííûìè? Â îáùåì ñëó÷àå

íåò. Îäíàêî åñëè ôóíêöèÿ g(⋅) ëèíåéíà, òî (ïðè ñòàíäàðòíûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ) γγγγ%  íåñìåùåííî îöåíèâàåò γγγγ1.

Ïðîâåäåì íåôîðìàëüíûé âûâîä îöåíêè ìàòðèöû êîâà-
ðèàöèé îöåíîê γγγγ%. Ïóñòü ôóíêöèÿ g(⋅) èìååò íåïðåðûâíóþ
ïðîèçâîäíóþ. Òîãäà ìîæíî ðàçëîæèòü åå â ðÿä Òåéëîðà â îê-

ðåñòíîñòè òî÷êè ββββ1 .

 g(ββββ%) ≈ g(ββββ1 ) + 
∂g(ββββ1 )

∂ ββββ
(ββββ%  – ββββ1 ) = γγγγ1  + G (ββββ1 ) (ββββ%  – ββββ1 ),

èëè
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 γγγγ% – γγγγ1 ≈ G (ββββ1 ) (ββββ%  – ββββ1 ),
ãäå

 G (ββββ) = 
∂g(ββββ)

∂ ββββ
— ìàòðèöà ßêîáè äëÿ ôóíêöèè g(⋅).

Îòñþäà ìîæíî ïðèáëèæåííî çàïèñàòü

 Var(γγγγ%) ≈ G (ββββ1 ) Var(ββββ%) G (ββββ1 )$.
Åñëè ôóíêöèÿ g(⋅) ëèíåéíà, òî ðàâåíñòâî çäåñü òî÷íîå.

Åñëè â âìåñòî ìàòðèöû Var(ββββ% ) ïîäñòàâèì åå ñîñòîÿòåëü-
íóþ îöåíêó, òî ïîëó÷èì ñîñòîÿòåëüíóþ îöåíêó ìàòðèöû
Var(γγγγ%). Íàïðèìåð, åñëè âçÿòü

 Va%r(ββββ%) = s2(X$X)
–1
 ,

òî èìååì

 Va%r(γγγγ%) = s2G (ββββ1 ) (X$X)
–1
 G (ββββ1 )$.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ëèíåéíîé ôóíêöèè g(⋅)...

Асимптотические свойства оценок МНК:
сходимость в среднеквадратическом

Ìû ðàññìîòðåëè ñîñòîÿòåëüíîñòü â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïî
âåðîÿòíîñòè. Òî÷íîñòü îöåíîê (à ñëåäîâàòåëüíî, è
ñõîäèìîñòü) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå ñ òî÷êè çðåíèÿ
ôóíêöèè îæèäàåìûõ ïîòåðü. Ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè òî-
æå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñ òî÷êè çðåíèÿ ôóíêöèè îæèäàå-
ìûõ ïîòåðü.

Ïóñòü

 L(ββββ,ββββ1) = 


0,  åñëè ||ββββ – ββββ1 || < ∆
1,  åñëè ||ββββ – ββββ1 || > ∆

.

Òîãäà E(L(ββββ% , ββββ1)) = 1 – Prob(||ββββ%  – ββββ1 || < ∆). Ñîñòîÿòåëüíîñòü

îöåíêè ββββ%  îçíà÷àåò, ÷òî îæèäàåìûå ïîòåðè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ
(E(L(ββββ% , ββββ1)) → 0), êàêóþ áû ãðàíèöó ∆ ìû íå âçÿëè â ôóíêöèè
ïîòåðü.

Áîëåå èíòåðåñíà, îäíàêî, êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü
 L(ββββ, ββββ1) = (ββββ – ββββ1)$Q (ββββ – ββββ1).
Ìû õîòèì, ÷òîáû îæèäàåìûå ïîòåðè ñòðåìèëèñü ê íóëþ ñ

ðîñòîì êîëè÷åñòâà èìåþùèõñÿ íàáëþäåíèé. Îêàçûâàåòñÿ,
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ýòî ýêâèâàëåíòíî ñîñòîÿòåëüíîñòè â ñìûñëå ñðåäíåêâàäðà-
òè÷íîé ñõîäèìîñòè, ò.å.

MSEQ(ββββ%) → 0        ⇔        ββββ% →
ms

 ββββ1,
ãäå ñèìâîë →

ms

 îáîçíà÷àåò ñõîäèìîñòü â ñðåäíåêâàäðàòè÷å-
ñêîì.

Õîòÿ ìû íå ìîæåì (êàê îáúÿñíÿëîñü âûøå) ìèíèìèçèðî-
âàòü ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêóþ îøèáêó íå îáëàäàÿ àïðèîðíîé
èíôîðìàöèåé, íî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ñðåäíåêâàäðà-
òè÷åñêàÿ îøèáêà îöåíîê ÌÍÊ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì
êîëè÷åñòâà íàáëþäåíèé.

Èç ñõîäèìîñòè â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñëåäóåò ñõîäèìî-
ñòè ïî âåðîÿòíîñòè, ïîýòîìó

 MSEQ(ββββ%) → 0     ⇒     plim ββββ%  = ββββ1 .

ÒåîðåìàÒåîðåìàÒåîðåìàÒåîðåìà (ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíîê ÌÍÊ â ñìûñëå ñðåäíå-

êâàäðàòè÷åñêîé ñõîäèìîñòè).
Ïóñòü λ1, ..., λm — ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû X$X.
Ïóñòü
(à) ìàòðèöà ðåãðåññîðîâ X äåòåðìèíèðîâàíà,
(á) E(εεεε) = &,
(â) E(εεεεεεεε$) = σ2I.
Òîãäà
 MSEQ(ββββ%МНК) → 0

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû Q

(ïîäõîäÿùåé ðàçìåðíîñòè) âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

   λj → ∞ ∀j.

Äîêàçàòåëüñòâî:
Åñëè óñëîâèÿ òåîðåìû âåðíû, òî îöåíêè ÌÍÊ íåñìåùåí-

íûå è
MSEQ(ββββ%МНК) = tr[Var(ββββ%МНК) Q].

Óñëîâèÿ òåîðåìû òàêæå ãàðàíòèðóþò, ÷òî
Var(ββββ%МНК) =  σ2(X$X)

–1
 

(ñì. òåîðåìó Ãàóññà-Ìàðêîâà).
Ïîýòîìó

MSEQ(ββββ%МНК) = σ2 tr[(X$X)
–1
 Q].
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Ïîñêîëüêó ìàòðèöà X$X ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà, òî
ñóùåñòâóåò ñëåäóþùåå åå ïðåäñòàâëåíèå (òàê íàçûâàåìîå
ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå):

X$X = H$ΛΛΛΛH,
ãäå H — îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà (ñîñòàâëåííàÿ èç ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû X$X), ΛΛΛΛ = diag(λ1, ..., λm).

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ëåãêî íàéòè îáðàòíóþ ìàò-
ðèöó:

(X$X)
–1
  = H$ΛΛΛΛ–1

 H.
Òàêèì îáðàçîì,

MSEQ(ββββ%МНК) = σ2 tr[(X$X)
–1
 

 Q] = σ2 tr(H$ΛΛΛΛ–1
 H Q) =

 = σ2 tr(HQH$ΛΛΛΛ–1
 ) = σ2 tr(A ΛΛΛΛ–1

 ).
Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðàâèëîì tr(BC) = tr(CB) è

îáîçíà÷èëè A = HQH$.
Ïóñòü ajj — j-é äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ìàòðèöû A. Âñå ajj

ïîëîæèòåëüíû. Ýòî ìîæíî ïîêàçàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

 ajj = e
 
j
 $Ae

 
j
  = e

 
j
 $HQH$e

 
j
 = h

 
j$Q h

 
j > 0.

Çäåñü h
 
j$ — j-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû H. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñò-

âî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî Q — ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ
ìàòðèöà è h

 
j
 ≠ &.

Ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ñðåäíåêâàäðàòè-
÷åñêîé îøèáêè:

MSEQ(ββββ%МНК) = σ2 tr(A ΛΛΛΛ–1
 ) =  σ2 ( a11

λ1

 + ... + 
amm

λm

 ).

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà X$X — ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ,
òî âñå λj ïîëîæèòåëüíû. Îòñþäà ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå óò-
âåðæäåíèå:

Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû
X$X íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò.     ,

Åñëè ìàòðèöà ðåãðåññîðîâ äåòåðìèíèðîâàííàÿ è ïîëó÷à-
åòñÿ ïîâòîðåíèåì íåêîòîðîé èñõîäíîé ìàòðèöû X( , ò.å.

 X
(kn()
  = 











X(
!
X(

 
 
k
 
 ,

òî
 X

(kn()
 $X(kn()

  = kX( $X(
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è
λ(kn()

  = kλ(n()
j .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî MSEQ(ββββ% (kn()
МНК) → 0 ïðè k → ∞.

Следствия нормальности ошибок
Íîðìàëüíîñòü îøèáîê ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî â

ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà ðåãðåññîðîâ X äåòåðìèíèðîâàíà. Òàê-
æå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îøèáêè èìåþò íóëåâîå ìàò.
îæèäàíèå E(εεεε) = & è ÷òî E(εεεεεεεε$) = σ2I. (Äëÿ êðàòêîñòè, êîãäà
áóäåì ãîâîðèòü î íîðìàëüíîñòè, áóäåì ïîäðàçóìåâàòü, ÷òî
ýòè äâà óñëîâèÿ òîæå âûïîëíåíû.)

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî îøèáêè
èìåþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (ãàóññîâñêèå îøèáêè). Ïðè
E(εεεε) = & è E(εεεεεεεε$) = σ2I, îøèáêè íåêîððåëèðîâàíû (Var(εεεε) = σ2I),
è, òåì ñàìûì, íåçàâèñèìû. (Ïî ñâîéñòâàì íîðìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, åñëè íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå âåëè÷èíû íå-
êîððåëèðîâàíû, òî îíè íåçàâèñèìû.) Êàæäàÿ îøèáêà èìååò
íóëåâîå ìàò. îæèäàíèå è äèñïåðñèþ σ2.

Ìû ìîæåì çàïèñàòü êðàòêî, ÷òî
 εi ~ 345(0, σ2)

— ò.å. îøèáêè íåçàâèñèìû è èìåþò îäíî è òî æå íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè 0 è σ2.

Âåêòîð εεεε èìååò ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ
ïàðàìåòðàìè & è σ2I:

εεεε ~ 3(&n, σ2In).
Ïëîòíîñòü ìíîãîìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ

ïàðàìåòðàìè a (ìàò. îæèäàíèå) è A (ìàòðèöà êîâàðèàöèé)
èìååò âèä:

p(x) = (2π)
–

n
2

 
 | A|

–
1
2

 
 e

–
1
2(x–a) A–1(x–a)

 
.

Ïî ýòîé ôîðìóëå íàõîäèì, ïîäñòàâëÿÿ a = &n è A = σ2In,
÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáîê ðàâíà

pεεεε(x) = (2πσ2)
–

n
2

 
 e

–
1

2s2
 x$x

 
.

Ïðåäïîëîæåíèå E(εεεεεεεε$) = σ2I ÷àñòî íàçûâàþò сферичностью
îøèáîê. Äåéñòâèòåëüíî, òî÷êè, â êîòîðûõ ïëîòíîñòü îäèíà-
êîâà, ñîñòàâëÿþò ñôåðó â +n

 , çàäàâàåìóþ óðàâíåíèåì x$x =
||x||2 = const. Åñëè áû êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îøèáîê E(εεεεεεεε$)
íå áûëà äèàãîíàëüíîé, ëèáî æå áûëà äèàãîíàëüíîé, íî ñ ðàç-
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íûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè, òî ðàññìàòðèâàåìûå òî÷êè
ñîñòàâëÿëè áû óæå íå n-ìåðíóþ ñôåðó, à n-ìåðíûé ýëëèïñî-
èä.

Â ïðåäïîëîæåíèè íîðìàëüíîñòè îöåíêà ÌÍÊ ÿâëÿåòñÿ
оценкой максимального правдоподобия (ММП).
Функция правдоподобия — ýòî äëÿ íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëå-

íèé ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè. Çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ ðàñïðåäå-
ëåíà êàê

 y ~ 3(Xββββ1 , σ12 In).
Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì íîð-

ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:
     Åñëè  x ~ 3(a, A), òî  b + Bx ~ 3(b + Ba, BAB$).

(Ýòèì ñâîéñòâîì ìû áóäåì ÷àñòî ïîëüçîâàòüñÿ â
äàëüíåéøåì.)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ëèíåéíîé
ðåãðåññèè ðàâíà

6(ββββ, σ2) = (2πσ2)
–

n
2

 
 exp(– 1

2σ2(y – X ββββ)$(y – X ββββ)).

Óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ëîãàðèôìè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïðàâ-
äîïîäîáèÿ:

7(ββββ, σ2) = – 
n
2 ln(2πσ2) – 

1

2σ2 RSS(ββββ),

ãäå RSS(ββββ) = (y – X ββββ)$ (y – X ββββ)
Íàéäåì îöåíêè ÌÌÏ èç óñëîâèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïðè-

ðàâíÿâ ãðàäèåíò íóëþ:

 
∂7
∂ ββββ

 = – 
1

2σ2 
d RSS(ββββ)

d ββββ
 = 

1

σ2(y – X ββββ)$X = 0,

∂7
∂ σ2 = – 

n
2

1

σ2 – 
1

2σ4 RSS(ββββ) = 0.

Îòñþäà íàõîäèì
 ββββ%ММП = (X$X)

–1
 X$y,

 σ% 2
ММП = 

1
n

 RSS(ββββ%ММП) = 
RSS

n .

Îöåíêà ÌÌÏ êîýôôèöèåíòîâ ββββ    ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé ÌÍÊ.
Îöåíêà äèñïåðñèè ÿâëÿåòñÿ ñìåùåííîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïî-
ñêîëüêó, êàê ìû âèäåëè ðàíüøå, E(RSS) = σ12 (n – m),

òî

 E(σ% 2
ММП) = σ12 n – m

n .
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Êàê èçâåñòíî èç ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè, îöåíêè ÌÌÏ
(ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ) ÿâëÿþòñÿ асимптотически эффек-
тивными. Òàêèì îáðàçîì, îöåíêè ÌÍÊ â ïðåäïîëîæåíèè íîð-
ìàëüíîñòè îøèáîê ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíûìè
(èìåþò íàèìåíüøóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ äèñïåðñèþ ñðåäè ñî-
ñòîÿòåëüíûõ îöåíîê).

Íàéäåì, èñõîäÿ èç íîðìàëüíîñòè, ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçëè÷-
íûõ âåëè÷èí, îòíîñÿùèõñÿ ê ÌÍÊ. Âûðàçèì ÷åðåç âåêòîð
îøèáîê εεεε âåëè÷èíû ββββ%, y%  è e:

 ββββ% = ββββ1  + (X$X)
–1
 X$εεεε,

y%  = Xββββ1  + X(X$X)
–1
 X$εεεε = Xββββ1  + P εεεε,

e = (In – X(X$X)
–1
 X$) εεεε = M εεεε.

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè
 x ~ 3(a, A),

òî
 b + Bx ~ 3(b + Ba, BAB$).
Ïîñêîëüêó εεεε ~ 3(&n, σ12In), òî

ββββ% ~ 3(ββββ1 , σ12(X$X)
–1
 )

(ó÷èòûâàÿ, ÷òî (X$X)
–1
 X$ In X(X$X)

–1
  = (X$X)

–1
 ),

y%  ~ 3(Xββββ1 , σ12P)

(ó÷èòûâàÿ, ÷òî PP$ = P),
e ~ 3(&n, σ12M)

(ó÷èòûâàÿ, ÷òî MM $ = M).
Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðû y%  è e íåêîððåëèðîâàíû:

 E((y%  – Xββββ1 )e$) = E(P εεεε(M εεεε)$) =

  = P E(εεεεεεεε$) M = σ12PM = σ12 0 = 0.
Ïîñêîëüêó y%  è e èìåþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî y%  è

e íåçàâèñèìû. Òî÷íî òàêæå íåçàâèñèìû ββββ%  è e.
Èìååò ìåñòî òàêæå ñëåäóþùåå ñâîéñòâî íîðìàëüíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ:
Åñëè x ~ 3(&, I), è A — ñèììåòðè÷íàÿ èäåìïîòåíòíàÿ

ìàòðèöà, òî
 x$Ax ~ χ2(k)

— âåëè÷èíà x$Ax ðàñïðåäåëåíà êàê õè-êâàäðàò ñ k ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû, ãäå k = rank(A) (= tr(A)).

Ïîñêîëüêó P è M — ñèììåòðè÷íûå èäåìïîòåíòíûå ìàò-
ðèöû, èìåþùèå ðàíãè m è n – m ñîîòâåòñòâåííî, òî
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1

σ12(y%  – Xββββ1 )$(y%  – Xββββ1 ) = 
1

σ12(ββββ%  – ββββ1 )$(X$X)
–1
 (ββββ%  – ββββ1 ) ~ χ2(m),

è
1

σ12e$e = 
RSS

σ12  ~ χ2(n – m).

Ïîñêîëüêó y%  è e íåçàâèñèìû, òî ýòè äâå âåëè÷èíû òîæå
íåçàâèñèìû.

Ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ è ïðîâåðêà
ãèïîòåç â ðåãðåññèè

Оценки МНК при линейных ограничениях
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èùåì òîëüêî òàêèå îöåíêè ÌÍÊ ββββ,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé, êî-
òîðûå ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå:

 R ββββ = r,
ãäå R — ìàòðèöà k × m (k < m), èìåþùàÿ ïîëíûé ðàíã, r —
âåêòîð-ñòîëáåö äëèíîé k.

Ìèíèìèçèðîâàòü ñóììó êâàäðàòîâ îñòàòêîâ RSS(ββββ) = (y –

Xββββ)$(y – Xββββ) ïðè äàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ ìîæíî èñïîëüçóÿ
òåîðåìó Ëàãðàíæà. Ëàãðàíæèàí ýòîé çàäà÷è ðàâåí

 *(ββββ, λλλλ) = (y – Xββββ)$(y – Xββββ) + λλλλ$(Rββββ – r),
ãäå λλλλ — âåêòîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

 
∂*
∂ ββββ

 = – 2y$X + 2 ββββ$X$X + λλλλ$R,

Ïðèðàâíÿâ äàííóþ ïðîèçâîäíóþ íóëþ, ïîëó÷èì

 ββββ%R = (X$X)
–1
 X$y – 

1
2(X$X)

–1
 R$λλλλ =  =  =  = ββββ%  – 

1
2(X$X)

–1
 R$λλλλ,

Ïîñêîëüêó îöåíêè ββββ%R äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü îãðàíè÷åíè-
ÿì, òî

r = Rββββ%R = Rββββ% – 
1
2

 R(X$X)
–1
 R$λλλλ.

Âûðàçèì îòñþäà λλλλ:
 λλλλ = 2(R(X$X)

–1
 R$)–1

 (Rββββ% – r).
Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

ββββ%R = ββββ% – (X$X)
–1
 R$(R(X$X)

–1
 R$)–1

 (Rββββ%  – r),
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Ýòà ôîðìóëà ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü îöåíêè â ðåãðåññèè ñ îã-
ðàíè÷åíèÿìè, çíàÿ îöåíêè â ðåãðåññèè áåç îãðàíè÷åíèé.

×àñòî áîëåå óäîáíûì áûâàåò äðóãîé ïîäõîä, êîòîðûé ïî-
çâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêè ββββ%R â ðåçóëüòàòå îöåíèâàíèÿ ìîäè-
ôèöèðîâàííîé ðåãðåññèè áåç îãðàíè÷åíèé. Èäåÿ ýòîãî ìåòîäà
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî îöåíèâàåìûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ, è òîãäà ýòî ìåíüøåå êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ
ìîæíî áóäåò îäíîçíà÷íî îöåíèòü. Åñëè â èñõîäíîé ðåãðåññèè
áûëî m ðåãðåññîðîâ è íà êîýôôèöèåíòû íàëîæåíî k ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ îãðàíè÷åíèé, òî â ìîäèôèöèðîâàííîé ðåãðåñ-
ñèè îñòàíåòñÿ m – k íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ.

Ðàññìîòðèì ýòîò ìåòîä â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå. Ïóñòü íà
ïîñëåäíèå k ðåãðåññîðîâ íàëîæåíû «íóëåâûå» îãðàíè÷åíèÿ:

 βj = 0,      j = m – k + 1, ..., m.
Òîãäà, êàê íåñëîæíî ïîíÿòü, â ìîäèôèöèðîâàííîé ðåã-

ðåññèè íóæíî îñòàâèòü ïåðâûå m – k ðåãðåññîðîâ. Åñëè X* —
ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ýòèõ ðåãðåññîðîâ, òî îöåíêà â ìî-
äèôèöèðîâàííîé ðåãðåññèè ðàâíà

 ββββ%* = (X*$X*)
–1
 X*$y

à îöåíêà ÌÍÊ ñ îãðàíè÷åíèÿìè â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ðàâíà

 ββββ%R = 



ββββ%*

&k
 .

Ýòî òðèâèàëüíûé ñëó÷àé. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå áûâàåò
âîçìîæíî èñïîëüçóÿ îãðàíè÷åíèÿ Rββββ = r âûðàçèòü k êîýôôè-
öèåíòîâ ÷åðåç îñòàëüíûå m – k êîýôôèöèåíòîâ. Áåç ïîòåðè
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óïîìÿíóòûå m – k êîýôôèöèåí-
òîâ îòíîñÿòñÿ ê ïåðâûì m – k ñòîëáöàì ìàòðèöû X. Îãðàíè-
÷åíèÿ òîãäà ìîæíî çàïèñàòü â áëî÷íîì âèäå:

 [ ]R1   R2  



ββββ1

ββββ2
   = r,

èëè
R1

 ββββ1 + R2
 ββββ2 = r.

Åñëè  ìàòðèöà R2 (îíà êâàäðàòíàÿ k × k) íåâûðîæäåíà, òî
ìîæåì âûðàçèòü ββββ2 ÷åðåç ββββ1:

 ββββ2 = R2

–1

 (r – R1ββββ1).

Ïîäñòàâèì ββββ2 â èñõîäíóþ ðåãðåññèþ, êîòîðóþ ìîæíî ïå-
ðåïèñàòü â âèäå

 y = X1ββββ1 + X2ββββ2 + εεεε.
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Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì
y – X2 R2

–1
 r = (X1  – X2R2

–1
 R1)

 ββββ1+ εεεε.
Òàêèì îáðàçîì, â ïðåîáðàçîâàííîé ðåãðåññèè èñïîëüçóþò-

ñÿ ñëåäóþùèå ïåðåìåííûå:
 y* = y – X2R2

–1
 r ,

 X* = X1  – X2R2

–1
 R1.

Ïóñòü ββββ%* = (X*$X*)
–1
 X*$y* — îöåíêè â ìîäèôèöèðîâàííîé

ðåãðåññèè. Ýòî ïåðâàÿ ÷àñòü âåêòîðà îöåíîê ββββ%R (ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ββββ1). Îñòàâøóþñÿ ÷àñòü âåêòîðà ββββ%R (ñîîòâåòñòâóþùóþ ββββ2)

íàõîäèì ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííîãî ðàíåå ïðåäñòàâëåíèÿ ββββ2 ÷å-
ðåç ββββ1. Ò.å.

ββββ%R = 



ββββ%*

R2

–1
 (r – R1ββββ%*)

 .

Îïèøåì òàêæå íåñêîëüêî áîëåå àáñòðàêòíûé ìåòîä.
Ïóñòü ìàòðèöà A ðàçìåðíîñòüþ (m – k) × m òàêîâà, ÷òî (êâàä-

ðàòíàÿ m × m) ìàòðèöà  
A
R   íåâûðîæäåíà. Ìàòðèöó A ìîæíî

âçÿòü â êà÷åñòâå ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
èñõîäíîé ðåãðåññèè â êîýôôèöèåíòû ìîäèôèöèðîâàííîé:

ββββ* = Aββββ.
Òîãäà, ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åíèÿ, ìîæíî âûðàçèòü ββββ ÷åðåç ββββ*.

Ïîñêîëüêó

 
A
R  ββββ =  

ββββ*

r ,

òî

 ββββ =  
A
R  

–1
  
  

ββββ*

r .

Ïóñòü

[ ]
A
R  

–1
  
 
= [ ]B  C  ,

ãäå áëîê B ñîîòâåòñòâóåò ïåðâûì m – k ñòîëáöàì, à C — ïî-
ñëåäíèì k ñòîëáöàì. Òîãäà

    ββββ = Bββββ* + Cr.
Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â èñõîäíóþ ðåãðåññèþ, —

y = Xββββ + εεεε = X(Bββββ* + Cr) + εεεε, —
ïîëó÷èì ïåðåìåííûå ìîäèôèöèðîâàííîé ðåãðåññèè:

y* = y – XCr,
 X* = XB.
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Èñêîìûå îöåíêè íàõîäèì èç îöåíîê ÌÍÊ ββββ%* ìîäèôèöè-
ðîâàííîé ðåãðåññèè

    ββββ%R = Bββββ%* + Cr.
Áûâàåò, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ çàäàíû íå â ÿâíîì âèäå, à êàê

ðàç â âèäå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî íåêèå «ìî-
äèôèöèðîâàííûå» êîýôôèöèåíòû ñ èñõîäíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè, ò.å. êàê

    ββββ = Bββββ* + b.
Òîãäà âûêëàäêè óïðîùàþòñÿ. Ïåðåìåííûå ìîäèôèöèðî-

âàííîé ðåãðåññèè ðàâíû
y* = y – Xb,

 X* = XB,
à îöåíêè ÌÍÊ ñ îãðàíè÷åíèÿìè ðàññ÷èòûâàþòñÿ êàê

    ββββ%R = Bββββ%* + b,

ãäå ββββ%* = (X*$X*)
–1
 X*$y.

Òèïè÷íûé ïðèìåð — ìîäåëü ïîëèíîìèàëüíîãî ëàãà (ëàãà
Îëìîí).

...........

Проверка статистических гипотез
Ïóñòü äàííûå ðàñïðåäåëåíû êàê Fθθθθ, ãäå âåêòîð ïàðàìåò-

ðîâ θθθθ ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó Θ. Ïðîâåðÿåòñÿ
ãèïîòåçà, ÷òî íà ñàìîì äåëå âåêòîð ïàðàìåòðîâ θθθθ ïðèíàäëå-
æèò áîëåå óçêîìó ìíîæåñòâó Θ0, Θ0

 ⊂ Θ. Íà ïðàêòèêå îáû÷íî
θθθθ ∈ +m

 , à ìíîæåñòâî Θ0 çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè:
 q(θθθθ) = & 

k.
Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî θθθθ ∈ Θ0 (ò.å. î òîì, ÷òî âûïîëíå-

íû ðàâåíñòâà q(θθθθ) = & 
k),  íàçûâàþò нулевой гипотезой è îáîçíà-

÷àþò H0. Íàðÿäó ñ íóëåâîé ãèïîòåçîé ðàññìàòðèâàþò альтер-
нативную гипотезу: θθθθ ∈ ΘA, ãäå ΘA

 ⊂ Θ, ΘA
 [ Θ0 = ∅. Àëüòåðíàòèâ-

íóþ ãèïîòåçó îáîçíà÷àþò HA. ×àùå âñåãî ΘA = Θ\Θ0, ò.å. ïðè
íóëåâîé ãèïîòåçå q(θθθθ) = & 

k àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà ñîñòîèò â
òîì, ÷òî q(θθθθ) ≠ & 

k.
Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå íóëåâàÿ ãèïîòåçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî

âûïîëíåíû ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ, à àëüòåðíàòèâíàÿ — â
òîì, òî îíè íå âûïîëíåíû, ò.å.

 H0:     Rθθθθ = r,
HA:     Rθθθθ ≠ r.
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Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ линейная гипотеза.
Ïðîöåäóðó (ïðàâèëî) ïðîâåðêè ãèïîòåçû íàçûâàþò крите-

рием.
Ïðîâåðÿþò ãèïîòåçó îáû÷íî ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé стати-

стики s. Ïîä ñòàòèñòèêîé ïîíèìàþò ôóíêöèþ äàííûõ: s = s(x),
ãäå x — äàííûå. Îáû÷íî s — ñêàëÿðíàÿ âåëè÷èíà.

Íåîáõîäèìî, ÷òîáû ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè â ïðåäïî-
ëîæåíèè, ÷òî âåðíà íóëåâàÿ ãèïîòåçà, áûëî èçâåñòíûì. Ðàñ-
ïðåäåëåíèå s, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò çàâèñåòü îò íåèçâåñòíûõ

èñòèííûõ ïàðàìåòðîâ θθθθ1 . Â êà÷åñòâå ñòàòèñòèê, ñ ïîìîùüþ
êîòîðûõ ïðîâåðÿþòñÿ ãèïîòåçû, èìååò ñìûñë èñïîëüçîâàòü
òîëüêî òàêèå ñòàòèñòèêè, ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ íå çàâèñÿò

îò θθθθ1 , ëèáî òàêèå, äëÿ êîòîðûõ ýòà çàâèñèìîñòü àñèìïòîòè÷å-
ñêè èñ÷åçàåò.

Ïðîöåäóðà ïðîâåðêè ñëåäóþùàÿ: åñëè s ìåíüøå íåêîòî-
ðîé êðèòè÷åñêîé ãðàíèöû s*, òî H0 ïðèíèìàåòñÿ, à åñëè, íà-
îáîðîò, òî H0 îòâåðãàåòñÿ (è, ñîîòâåòñòâåííî, ïðèíèìàåòñÿ
HA):

 s > s* — ïðèíèìàåì H0,
s < s* — ïðèíèìàåì HA.

(Ìû ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî s èìååò íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëå-
íèå. Â òàêîì ñëó÷àå ñîáûòèå s = s* ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü,
òàê êàê åãî âåðîÿòíîñòü ðàâíà íóëþ.)

Óñëîâèå s > s* çàäàåò ïðàâûé õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòè-
ñòèêè s. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ýòîò õâîñò âûáèðàåòñÿ ìà-
ëîé. Âåðîÿòíîñòü ðàññ÷èòûâàåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âåð-
íà H0. Îáîçíà÷èì ýòó âåðîÿòíîñòü α*:

 α* = Prob(s > s* | H0).
×àùå âñåãî áåðóò α* = 5% (èíîãäà α* = 1% èëè α* = 10%), õîòÿ

êàêèõ-òî îñîáûõ îñíîâàíèé äëÿ ýòîãî íåò.
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Åñëè H0 íå âåðíà, à âåðíà HA, òî ðàñïðåäåëåíèå s áóäåò
êàêèì-òî äðóãèì.

Åñëè ïàðàìåòð θθθθ ∈ ΘA, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì ïîðîæäà-
þòñÿ äàííûå, äîñòàòî÷íî äàëåê îò ïîïàäàíèÿ â Θ0, è ìû
óäà÷íî âûáðàëè ñòàòèñòèêó s, òî åå ðàñïðåäåëåíèå ñìåñòèòñÿ

òàê, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â õâîñò s > s* ñòàíåò âåëèêà.

Åñëè âåðíà H0, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ α* ìû ñîâåðøèì îøèá-
êó, îòâåðãíóâ âåðíóþ ãèïîòåçó H0. Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ ошибка
1-го рода. Åñëè æå H0 íåâåðíà, à âåðíà HA, òî ñ íåêîòîðîé âå-
ðîÿòíîñòüþ β* ìû ñîâåðøèì ïðîòèâîïîëîæíóþ îøèáêó —
ïðèìåì íåâåðíóþ ãèïîòåçó H0. Ýòî ошибка 2-го рода.

Âåðîÿòíîñòü îøèáêè 1-ãî ðîäà (α*) íàçûâàþò размером èëè
уровнем значимости êðèòåðèÿ. Îäèí ìèíóñ âåðîÿòíîñòü îøèáêè
2-ãî ðîäà (1 – β*) íàçûâàþò мощностью êðèòåðèÿ.

Ðàçìåð α* âûáèðàþò îáû÷íî íà êàêîì-òî ôèêñèðîâàííîì
óðîâíå (íàïðèìåð, α* = 0,05).

Åñëè êðèòåðèé íå ïîäõîäèò äëÿ ïðîâåðêè ðàññìàòðèâàå-
ìîé ãèïîòåçû, òî ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè ïðè íåêîòîðîì
ïàðàìåòðå θθθθ èç ΘA ìîæåò ñìåñòèòüñÿ âëåâî, à íå âïðàâî. Ïðè

�����������������������������

s* s

α*
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ýòîì ìîùíîñòü êðèòåðèÿ îêàæåòñÿ ìåíüøå óðîâíÿ çíà÷èìî-
ñòè (1 – β* < α*); òàêîé êðèòåðèé íàçûâàþò смещенным.

Åñëè ìû ñäâèãàåì êðèòè÷åñêóþ ãðàíèöó âïðàâî, òî óðî-
âåíü çíà÷èìîñòè óìåíüøàåòñÿ, à ìîùíîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ
ïðè ëþáûõ äàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
íóëåâîé è àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçàì. Îáùåå ïðàâèëî, òàêèì
îáðàçîì, ñîñòîèò â òîì, ÷òî óðîâåíü çíà÷èìîñòè è ìîùíîñòü
íàõîäÿòñÿ â îáðàòíîì ñîîòíîøåíèè.

Ñëåäóþùèé ðèñóíîê ïîêàçûâàåò òèïè÷íûé ãðàôèê çàâè-
ñèìîñòè ìîùíîñòè îò óðîâíÿ çíà÷èìîñòè. Íà ýòîì ãðàôèêå
êðèâàÿ äëÿ íåñìåùåííîãî êðèòåðèÿ äîëæíà ëåæàòü âûøå
äèàãîíàëè.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáóþ ñòàòèñòèêó
äëÿ ïðîâåðêè ëþáîé àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçû. Îäíàêî ðàç-
íûå êðèòåðèè èìåþò ðàçíóþ ìîùíîñòü ïðîòèâ êîíêðåòíîãî
âèäà àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçû. Êðèòåðèé áåñïîëåçåí, åñëè
åãî ìîùíîñòü íèçêà, à òåì áîëåå, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ñìåùåí-
íûì. Æåëàòåëüíî, ÷òîáû ìîùíîñòü 1 – β* áûëà êàê ìîæíî
áîëüøåé (ìîùíûé êðèòåðèé = õîðîøèé êðèòåðèé).

Ê ñîæàëåíèþ, ìîùíîñòü, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò íåèç-

âåñòíûõ èñòèííûõ ïàðàìåòðîâ θθθθ1 : β* = β*(θθθθ1 ). Åñëè ΘA ñîñòîèò
èç åäèíñòâåííîé òî÷êè, òî ïðîáëåìû íåò. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

òî, êàêîé êðèòåðèé ëó÷øå èñïîëüçîâàòü, çàâèñèò îò θθθθ1 . Åñëè

êðèòåðèé ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ìîùíûì ïðè ëþáîì âåêòîðå θθθθ1  ∈

0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Рисунок 3
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ΘA, òî òàêîé êðèòåðèé íàçûâàþò равномерно наиболее мощным
критерием.

Âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà
êðèòåðèÿ. Æåëàòåëüíî, ÷òîáû ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì
çíà÷åíèè èñòèííûõ ïàðàìåòðîâ, íå óäîâëåòâîðÿþùèõ íóëå-
âîé ãèïîòåçå, è ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì óðîâíå çíà÷èìî-
ñòè âåðîÿòíîñòü îøèáêè 2-ãî ðîäà ñòðåìèëàñü áû ê íóëþ (à
ìîùíîñòü, ñîîòâåòñòâåííî, ñòðåìèëàñü áû ê åäèíèöå) ïî ìåðå
òîãî, êàê êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàþò состоятельностью критерия.

Ñëåäóþùèé ðèñóíîê èëëþñòðèðóåò ïîíÿòèå ñîñòîÿòåëüíî-
ñòè. Êðàéíÿÿ ëåâàÿ êðèâàÿ ïîêàçûâàåò ðàñïðåäåëåíèå ñòàòè-
ñòèêè â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíà íóëåâàÿ ãèïîòåçà. Äëÿ óï-
ðîùåíèÿ èëëþñòðàöèè âçÿòà òàêàÿ ñòàòèñòèêà, ðàñïðåäåëå-
íèå êîòîðîé ïðè íóëåâîé ãèïîòåçå íå çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà
íàáëþäåíèé. Ñîîòâåòñòâåííî, êðèòè÷åñêàÿ ãðàíèöà  íà ðè-
ñóíêå íå ñäâèãàåòñÿ ïðè èçìåíåíèè êîëè÷åñòâà íàáëþäåíèé.
Îñòàëüíûå òðè êðèâûå ïîêàçûâàþò ðàñïðåäåëåíèå òîé æå
ñòàòèñòèêè ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì âåêòîðå ïàðàìåò-
ðîâ, äëÿ êîòîðîãî íå âûïîëíåíà íóëåâàÿ ãèïîòåçà. Êðèâûå
îòëè÷àþòñÿ êîëè÷åñòâîì íàáëþäåíèé, ïî êîòîðûì ñòðîèòñÿ
ñòàòèñòèêà. Ðàñïðåäåëåíèå ñîñòîÿòåëüíîé ñòàòèñòèêè òàê æå,
êàê íà ðèñóíêå, äîëæíî, êàê ïðàâèëî, ñìåùàòüñÿ âïðàâî ïî
ìåðå óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà íàáëþäåíèé. Ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøîì êîëè÷åñòâå íàáëþäåíèé âåðîÿòíîñòü îøèáêè 2-ãî
ðîäà äîëæíà áûòü ïðåíåáðåæèìî ìàëà.

Ñîñòîÿòåëüíîñòü êðèòåðèÿ îçíà÷àåò, ÷òî ìû ïîòåíöèàëü-
íî, èìåÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî íàáëþäåíèé, ìîæåì âûÿñíèòü ñ
ïîìîùüþ äàííîãî êðèòåðèÿ, óäîâëåòâîðÿåò ëè íóëåâîé ãèïî-
òåçå òîò âåêòîð ïàðàìåòðîâ, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì ïîðîæ-
äàþòñÿ äàííûå. Òàê æå êàê è äëÿ ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíîê,

s*

n = 20
n = 40

n = 80

H0 выполнена

Рисунок 4
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çäåñü ñëåäóåò ñäåëàòü îãîâîðêó, ÷òî èññëåäîâàòåëü èìååò êà-
æäûé ðàç êîíêðåòíóþ êîíå÷íóþ âûáîðêó, è ñîñòîÿòåëüíîñòü
êðèòåðèÿ åìó ìàëî ïîìîãàåò.

Íå âñåãäà óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ êðèòè÷åñêîé ãðàíèöåé s*.
Ìîæíî ââåñòè ôóíêöèþ α(s):

 α(s.) = Prob(s > s.).
α(s) — ýòî уровень значимости, ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàíèöå s.

Ýòî ñòàòèñòèêà, òàê æå êàê è s. Îäíàêî â îòëè÷èå îò îáû÷íî
èñïîëüçóåìûõ ñòàòèñòèê, H0 ïðèíèìàåòñÿ, åñëè α(s) áîëüøå
íåêîòîðîé êðèòè÷åñêîé ãðàíèöû α*, è H0 îòêëîíÿåòñÿ â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå:

 α(s) > α* — ïðèíèìàåì H0,
α(s) < α* — ïðèíèìàåì HA.

Óäîáñòâî èñïîëüçîâàíèÿ â êà÷åñòâå ñòàòèñòèêè ñîñòîèò â
òîì, ÷òî α(s) ïðè íóëåâîé ãèïîòåçå èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå è â êà÷åñòâå êðèòè÷åñêîé ãðàíèöû äëÿ íåå áåðåò-
ñÿ íåïîñðåäñòâåííî α* (íàïðèìåð, α* = 0,05). Õîðîøåé ïðàêòè-
êîé ïðè èçëîæåíèè ðåçóëüòàòîâ ïðîâåðêè ãèïîòåçû ÿâëÿåòñÿ
óêàçàíèå íàðÿäó ñ âåëè÷èíîé èñõîäíîé ñòàòèñòèêè s òàêæå
åå óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α(s).

Проверка линейных гипотез в регрессии
Ìû õîòèì ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H0: Rββββ = r. Ïðåæäå, ÷åì

ïåðåéòè ê ïîñòðîåíèþ ñòàòèñòèêè, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæ-
íî ïðîâåðèòü äàííóþ ãèïîòåçó, äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óò-
âåðæäåíèå.

ÒåîðåìàÒåîðåìàÒåîðåìàÒåîðåìà.
Ïóñòü ββββ%, y% , e — îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ, ðàñ÷åòíûå çíà÷å-

íèÿ è îñòàòêè èç ðåãðåññèè y ïî X, à ββββ%R, y% R, eR — òå æå âåëè-
÷èíû èç ðåãðåññèè y ïî X ñ îãðàíè÷åíèÿìè Rββββ = r. Òîãäà
èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

 ||y%  – y% R||2 = ||eR – e||2 = eR$eR – e$e  =

 = (Rββββ%  – r)$(R(X$X)
–1
 R$)–1

 (Rββββ%  – r) =

 = (ββββ% – ββββ%R)$R$(R(X$X)
–1
 R$)–1

 R (ββββ%  – ββββ%R).

Çàìå÷àíèå.
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Òåîðåìà îïèðàåòñÿ òîëüêî íà àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà, è
íå èñïîëüçóåò íèêàêèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèé. Ýòî
ïðîñòî òîæäåñòâî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî äëÿ
îöåíèâàíèÿ äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ ðåãðåññèé èñïîëüçîâàëñÿ
ÌÍÊ.

Äîêàçàòåëüñòâî:
Âåëè÷èíó ||y%  – y% R||2 ìîæíî âûðàçèòü òàêæå ÷åðåç âåëè÷èíó

íåâÿçêè Rββββ% – r. ÌÍÊ ñ îãðàíè÷åíèÿìè, êàê ïîêàçàíî âûøå,
äàåò îöåíêè

ββββ%R = ββββ% – (X$X)
–1
 R$(R(X$X)

–1
 R$)–1

 (Rββββ%  – r),
Äîìíîæèì íà X ñëåâà. Ïîëó÷èì

y%  – y% R = X(X$X)
–1
 R$(R(X$X)

–1
 R$)–1

 (Rββββ%  – r),
îòêóäà
 ||y%  – y% R||2 = (Rββββ% – r)$(R(X$X)

–1
 R$)–1

 (Rββββ%  – r).

Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó r = Rββββ%R, òî ýòî æå âûðàæåíèå
ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç ðàçíîñòü îöåíîê ÌÍÊ ñ îãðàíè÷åíèÿ-
ìè è áåç îãðàíè÷åíèé:

(Rββββ% – r)$(R(X$X)
–1
 R$)–1

 (Rββββ%  – r) =

 = (ββββ% – ββββ%R)$R$(R(X$X)
–1
 R$)–1

 R (ββββ%  – ββββ%R).
Âåêòîð y%  – y% R åñòü ðàçíèöà ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé èç ðåãðåñ-

ñèè áåç îãðàíè÷åíèé è èç ðåãðåññèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè. Ïî-
ñêîëüêó ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ è îñòàòêè â ñóììå ñîñòàâëÿþò
çàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ, òî ýòîò âåêòîð ðàâåí òàêæå ðàçíîñòè
îñòàòêîâ eR – e. Ïîýòîìó

||y%  – y% R||2 = ||eR – e||2

Åùå îäíî ïðåäñòàâëåíèå ýòîé âåëè÷èíû, êîòîðîå ìîæåò
áûòü óäîáíî â ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ:

||eR – e||2 = eR$eR – e$e = RSSR – RSS.
Äîêàæåì ýòî ðàâåíñòâî. Ïîñêîëüêó  y%  – y% R = eR – e, òî

eR – e = X(X$X)
–1
 R$(R(X$X)

–1
 R$)–1

 (Rββββ%  – r).
Ïîëüçóÿñü íîðìàëüíûì óðàâíåíèåì e$X = &, ïîëó÷èì
 e$(eR – e) = 0,

ò.å.
e$e = e$eR = eR$e.

Îòñþäà
 ||eR – e||2 = eR$eR – e$eR – eR$e + e$e = eR$eR – e$e.       ,
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Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì âåëè÷èíó, íåñêîëüêî àëüòåðíà-
òèâíûõ ïðåäñòàâëåíèé êîòîðîé ïðèâåäåíî â äàííîé òåîðåìå,
÷åðåç δ. Âîñïîëüçóåìñÿ âåëè÷èíîé δ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó-
÷èòü ñòàòèñòèêó äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû Rββββ = r.

Âûðàçèì íåâÿçêè ÷åðåç îøèáêè: ββββ1

 Rββββ%  – r = R (X$X)
–1
 X$y – r = R (X$X)

–1
 X$(Xββββ1  + εεεε) – r =

= Rββββ1  – r + R(X$X)
–1
 X$εεεε = R(X$X)

–1
 X$εεεε.

Çàìåòüòå, ÷òî çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðåäïîëîæåíèåì

î òîì, ÷òî èñòèííûé âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ββββ1  óäîâëåòâîðÿåò

îãðàíè÷åíèÿì: Rββββ1  = r.
Îòñþäà
 y%  – y% R = X(X$X)

–1
 R$(R(X$X)

–1
 R$)–1

 (Rββββ%  – r) =

 = X(X$X)
–1
 R$(R(X$X)

–1
 R$)–1

 R(X$X)
–1
 X$εεεε    = S εεεε,

ãäå
 S = X(X$X)

–1
 R$(R(X$X)

–1
 R$)–1

 R(X$X)
–1
 X$.

Ïîñêîëüêó, êàê íåñëîæíî çàìåòèòü, S — ñèììåòðè÷íàÿ
èäåìïîòåíòíàÿ ìàòðèöà (S$ = S, S2 = S), òî

y%  – y% R = S εεεε ~ 3(&n, σ1 2S),
è

δ
σ2 = 

1

σ2
 ||y%  – y% R||2  ~ χ2(&n, k),

Â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî
rank(S) = rank(R) = k (k — êîëè÷åñòâî îãðàíè÷åíèé).

Ñ òî÷êè çðåíèÿ íàãëÿäíîñòè íàèáîëåå ïîëåçíî ïðåäñòàâ-
ëåíèå ÷åðåç íåâÿçêè:

δ
σ1 2 = 

1

σ1 2
 (Rββββ%  – r)$(R(X$X)

–1
 R$)–1

 (Rββββ%  – r) ~ χ2(&n, k).

Äàííàÿ âåëè÷èíà èìååò óêàçàííîå ðàñïðåäåëåíèå òîëüêî

åñëè Rββββ1  = r. Åñëè æå Rββββ1  ≠ r, òî ðàñïðåäåëåíèå èíòåðåñóþùåé
íàñ ñòàòèñòèêè ñìåùàåòñÿ âïðàâî (ýòî áóäåò òàê íàçûâàåìîå
íåöåíòðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò).

×åì áîëüøå íåâÿçêè îòêëîíÿþòñÿ îò íóëÿ, òåì äàëüøå
âïðàâî ñäâèãàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå. Ýòî îáåñïå÷èâàåò âûñîêóþ
ìîùíîñòü äàííîé ñòàòèñòèêè ïðîòèâ àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòå-

çû HA: Rββββ1  ≠ r.
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Îäíàêî âåëè÷èíà äèñïåðñèè σ1 2 íåèçâåñòíà. Âûõîä èç ïî-
ëîæåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû çàìåíèòü äèñïåðñèþ îöåíêîé.
Ïîäõîäèò íåñìåùåííàÿ îöåíêà èç ÌÍÊ áåç îãðàíè÷åíèé:

s2 = 
e$e

n – m
.

Ðàíüøå ìû ïîëó÷èëè, ÷òî
1

σ1 2e$e = 
RSS

σ2  ~ χ2(n – m).

Èìååì äâå âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííûå êàê õè-êâàäðàò —
δ
σ1 2 è 

RSS

σ1 2 . Åñëè äâå íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èìåþò

ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò, òî íà èõ îñíîâå ìîæíî ïîñòðîèòü
âåëè÷èíó, êîòîðàÿ èìååò F-ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà. Ïîñêîëü-
êó eR – e = S εεεε è e = M εεεε, òî

 E((eR – e)e$) = S E(εεεε εεεε$)M = σ2S M = 0.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî e è (eR – e) íåêîððåëèðîâàíû. Ïîñêîëüêó

ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå e è (eR – e) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîìåðíûì
íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, òî, çíà÷èò, îíè íåçàâèñèìû.
Çíà÷èò, íåçàâèñèìûìè ÿâëÿþòñÿ è ôóíêöèè îò íèõ, δ = ||eR –
e||2 è RSS = ||e||2.

(Çàìåòèì, ÷òî eR è (eR – e) êîððåëèðîâàííû. Ïîýòîìó ìû
íå ìîæåì çäåñü âçÿòü âìåñòî s2 íåñìåùåííóþ îöåíêó äèñïåð-
ñèè, îñíîâàííóþ íà ðåãðåññèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè, ò.å. sR

2 = eR$eR

/(n – m – k).)
Ýòè ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåé ñòàòèñòèêå:

Рисунок 5
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δ/k

e$e /(n – m)
 = 

δ
k s2 ~ Fk, n–m

— ñòàòèñòèêà èìååò F-ðàñïðåäåëåíèå ñ k è (n – m) ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû.

Íàèáîëåå óäîáíàÿ äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé çàïèñü ýòîé
ñòàòèñòèêè, ïî-âèäèìîìó, ñëåäóþùàÿ:

 
(RSSR – RSS)/k

 RSS/(n – m)
 ~ Fk, n – m.

×òîáû åå âû÷èñëèòü, äîñòàòî÷íî çíàòü ñóììû êâàäðàòîâ
îñòàòêîâ â ðåãðåññèè áåç îãðàíè÷åíèé è â ðåãðåññèè ñ îãðà-
íè÷åíèÿìè.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî âàæíóþ ðîëü ïðè ïðîâåðêå îãðàíè-
÷åíèé íà êîýôôèöèåíòû ìîæåò èãðàòü ìàòðèöà êîâàðèàöèé
îöåíîê. Íåñìåùåííîé îöåíêîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû
îöåíîê ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà

 Va%r(ββββ%) = s2(X$X)
–1
 .

Îáîçíà÷èì åå V% . Òîãäà ïîëó÷åííóþ òîëüêî ÷òî ñòàòèñòè-
êó ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

 
1
k

 δ
s2 = 

1
k

 (Rββββ%  – r)$(R(X$X)
–1
 R$)–1

 (Rββββ% – r)
s2  =

 = 
1
k

 (Rββββ%  – r)$(RV% R$)–1
 (Rββββ%  – r) ~ Fk, n – m.

Óäîáñòâî äàííîé ôîðìóëû ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ ñòàòèñòèêè òðåáóåòñÿ çíàòü èíôîðìàöèþ òîëüêî äëÿ
ðåãðåññèè áåç îãðàíè÷åíèé. (Ýòî òàê íàçûâàåìûé принцип
Вальда.)???

Äëÿ íåëèíåéíûõ ãèïîòåç âèäà q(ββββ) = & 
k, ãäå q(.) — äîñòà-

òî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü àíàëîãè÷íóþ
ôîðìóëó â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ:

1
k

 q(ββββ%)$(R(ββββ%) V%  R(ββββ%)$)–1
 q(ββββ%) ~a  Fk, n – m.

Äàííóþ ñòàòèñòèêó íàçûâàþò статистикой Вальда. Çäåñü
R(ββββ%) — ìàòðèöà ïðîèçâîäíûõ îãðàíè÷åíèé ïî ïàðàìåòðàì:

 R(ββββ%) = 
∂q(ββββ%)

∂ββββ
.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ëèíåéíîé ãèïîòåçû q(ββββ) = Rββββ – r, ïîýòî-
ìó
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 R(ββββ%) = 
∂q(ββββ%)

∂ββββ
 = R.

Çíàê ~
a
 ñëåäóåò ÷èòàòü «àñèìïòîòè÷åñêè èìååò ðàñïðåäå-

ëåíèå». Асимптотические статистики øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â
ýêîíîìåòðèêå ïðè ïðîâåðêå ãèïîòåç, ïîñêîëüêó â íåëèíåé-
íûõ ìîäåëÿõ è / èëè ïðè ïðîâåðêå íåëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé,
êàê ïðàâèëî, íå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü òî÷íûé çàêîí ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñòàòèñòèê.

Ìû ìîãëè áû ïîëó÷èòü ïî àíàëîãèè ñ ëèíåéíûì ñëó÷àåì
è äðóãèå àñèìïòîòè÷åñêèå ñòàòèñòèêè äëÿ ïðîâåðêè íåëè-
íåéíûõ ãèïîòåç, íàïðèìåð,

(RSSR – RSS)/k
 RSS/(n – m)  ~

a
 Fk, n – m

 ,

îäíàêî ñòàòèñòèêà Âàëüäà ÿâëÿåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå (êîãäà
ìîäåëü áåç îãðàíè÷åíèé ëèíåéíà) íàèáîëåå óäîáíîé, ïî-
ñêîëüêó äëÿ åå âû÷èñëåíèÿ íå òðåáóåòñÿ îöåíèâàòü ðåãðåñ-
ñèþ ñ íåëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû îäíèì èç ñïîñîáîâ ïîëó÷èëè ñòàòè-
ñòèêó F, èìåþùóþ F-ðàñïðåäåëåíèå ñ k è (n – m) ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû. Ïðîâåðêà ãèïîòåçû, êàê óæå ãîâîðèëîñü, îáû÷íî
ïðîâîäèòñÿ îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ:

1) Âû÷èñëÿåì ñòàòèñòèêó F. Âûáèðàåì óðîâåíü çíà÷èìî-
ñòè α* è íàõîäèì ïî òàáëèöå F-ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ êðèòè÷åñêóþ ãðàíèöó F*. Åñëè F < F*, òî ïðèíèìàåì
íóëåâóþ ãèïîòåçó. Åñëè F > F*, òî îòêëîíÿåì íóëåâóþ ãèïî-
òåçó.

Критерии удаления переменных
Ïóñòü âåêòîð ïàðàìåòðîâ ββββ ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé — ββββ1,

ββββ2, è ìû õîòèì ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî ββββ2 =
 &. Ñîîòâåò-

ñòâóþùèé F-êðèòåðèé íàçûâàþò критерием удаления перемен-

����������������������
����������������������

F*

α*

Рисунок 6
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ных. Åñëè â ðåçóëüòàòå ïðîâåðêè ãèïîòåçû íóëåâàÿ ãèïîòåçà
îòêëîíÿåòñÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ïåðåìåííûå
статистически значимы — êîýôôèöèåíòû ïðè íèõ çíà÷èìî îò-
ëè÷àþòñÿ îò íóëÿ.

Ïóñòü ïåðâûé ðåãðåññîð ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé: x1 = ', è
ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà î òîì, ÷òî β2 = ... = βm = 0. Â ýòîì ñëó÷àå
îñòàòêè â ðåãðåññèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè ðàâíû eR = yc, ãäå yc = y

– y( — öåíòðèðîâàííàÿ çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ. Ñòàòèñòèêà
äëÿ ïðîâåðêè ýòîé ãèïîòåçû èìååò âèä:

(yc$yc – RSS)/(m – 1)
 RSS/(n – m)  ~ Fm – 1, n – m .

2) Âû÷èñëÿåì ñòàòèñòèêó F è óðîâåíü çíà÷èìîñòè äëÿ
ýòîé ñòàòèñòèêè α(F). Âûáèðàåì ïîðîãîâûé óðîâåíü çíà÷èìî-
ñòè α*. Åñëè α(F) < α*, òî ïðèíèìàåì íóëåâóþ ãèïîòåçó. Åñëè
α(F) > α*, òî îòêëîíÿåì íóëåâóþ ãèïîòåçó.

Ïðîâåðÿåì ãèïîòåçó î òîì, ÷òî èíòåðåñóþùèå íàñ îáúÿñ-
íÿþùèå ïåðåìåííûå (ò.å. âñå ðåãðåññîðû, êðîìå êîíñòàíòû)

íå èìåþò îáúÿñíèòåëüíîé ñèëû. Ïîëó÷àåì F-ñòàòèñòèêó äëÿ
ðåãðåññèè â öåëîì. Åñëè ïîëó÷åíà áîëüøàÿ (ïðåâûøàþùàÿ
êðèòè÷åñêóþ ãðàíèöó) ñòàòèñòèêà, òî îòâåðãàåì íóëåâóþ ãè-
ïîòåçó è ñ÷èòàåì ïåðåìåííûå çíà÷èìûìè.

Äðóãîé âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé: çíà÷èì ëè îòäåëüíûé
ðåãðåññîð. Ïðîâåðÿåì ãèïîòåçó H0: βj = 0.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñòàòèñòèêîé
1
k

 (Rββββ%  – r)$(RV% R$)–1
 (Rββββ%  – r) ~ Fk, n – m.

Â äàííîì ñëó÷àå èìååì îäíî îãðàíè÷åíèå (k = 1) è
R = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0),       r = 0,

Rββββ%  – r = β%j,               (RV% R$)–1
  = V%  –1

jj.

Çäåñü ìû îáîçíà÷èëè ÷åðåç V%  –1
jj j-é äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò

êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ. Âåëè÷èíà V%  –1
jj ÿâëÿåò-

ñÿ îöåíêîé äèñïåðñèè β% j:

V%  –1
jj  = Va%r(β% j).

Îíà ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå
 Va%r(β%j) = s2(X$X)

–1
jj,

ãäå (X$X)
–1
jj  — j-é äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ìàòðèöû (X$X)

–1
 .

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñòàòèñòèêó:
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β%j

2

Va%r(β% j)
 ~ Fk, n – m.

— ýòî êâàäðàò îöåíêè êîýôôèöèåíòà äåë¸ííûé íà îöåíêó
äèñïåðñèè ýòîé îöåíêè.

Êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþò êîðåíü èç ýòîé âåëè÷èíû, êîòî-
ðûé èìååò t-ðàñïðåäåëåíèå (ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà) ñ (n –
m) ñòåïåíÿìè  ñâîáîäû:

tj = 
β% j

Va%r(β%j)
 ~ tn – m.

Ýòó ñòàòèñòèêó íàçûâàþò t-статистикой. Va%r(β% j) åñòü стан-
дартая ошибка äëÿ j-ãî êîýôôèöèåíòà. Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç sej.
Ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî òî÷íî ìû îöåíè-
ëè êîýôôèöèåíò β%j. Ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà èçìåðÿåòñÿ â òåõ æå
åäèíèöàõ, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùèé êîýôôèöèåíò. Òàêèì îáðà-
çîì,

     tj = 
β% j

 sej
 ~ tn – m.

Åñëè îöåíêà êîýôôèöèåíòà ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàí-
äàðòíîé îøèáêîé, òî t-ñòàòèñòèêà ìàëà, è äåëàåì âûâîä, ÷òî
êîýôôèöèåíò íåçíà÷èì (ñòàòèñòè÷åñêè íåçíà÷èìî îòëè÷àåòñÿ
îò íóëÿ).

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðèìåíÿþò двусторонний крите-

рий.
Åñëè ñòàòèñòèêà tj ïîïàäàåò â îäèí èç õâîñòîâ, òî íóëå-

âóþ ãèïîòåçó îòêëîíÿþò, ò.å. êîýôôèöèåíò çíà÷èì.
Ôàêòè÷åñêè çäåñü â êà÷åñòâå ñòàòèñòèêè èñïîëüçóåòñÿ àá-

ñîëþòíàÿ âåëè÷èíà t-ñòàòèñòèêè. Åñëè |tj| > t*, òî îòâåðãàåì
H0.

�����������������������
�����������������������

���������������������
���������������������

 –t*  t*

 α*/2  α*/2

Рисунок 7
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Критерии правильности спецификации и
критерий добавления переменной

Áûâàåò óäîáíî ñìîòðåòü íà ïðîáëåìó ïðîâåðêè ãèïîòåç ñ
äðóãîé ñòîðîíû — èñõîäèòü èç ðåãðåññèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè.
Òàêîé ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïðîâåðêå правильности специ-
фикации ìîäåëè, êîòîðóþ îöåíèëè. Èäåÿ ñîñòîèò â ñëåäóþ-
ùåì. Âûáèðàåòñÿ íåêàÿ ìîäèôèöèðîâàííàÿ ìîäåëü, äëÿ êî-
òîðîé èñõîäíàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (ò.å. ìî-
äèôèöèðîâàííàÿ ìîäåëü ñâîäèòñÿ ê èñõîäíîé, åñëè ââåñòè
îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû). Íóëåâàÿ ãèïîòåçà ñîñòîèò â òîì,
÷òî âåðíà èñõîäíàÿ ìîäåëü. Åñëè íóëåâàÿ ãèïîòåçà îòêëîíÿ-
åòñÿ, çíà÷èò, èñõîäíàÿ ìîäåëü íåâåðíî ñïåöèôèöèðîâàíà, è
åå ñëåäóåò óñëîæíèòü. Îïèñàííûé êðèòåðèé ìîæíî íàçâàòü
критерием правильности спецификации.

Ðàññìîòðèì òîëüêî ñàìûé ïðîñòîé è ÷àñòî âñòðå÷àþùèé-
ñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé — критерий добавления переменной. Ïóñòü X
— ìàòðèöà ðåãðåññîðîâ â èñõîäíîé ìîäåëè. Ìû õîòèì ïðîâå-
ðèòü, íå áûë ëè íàìè ïðîïóùåí åùå îäèí ðåãðåññîð — z.
Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ èñõîä-
íîé ìîäåëè:

 y = Xββββ + γz + εεεε.
Ïî ñóòè äåëà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòàòèñòèêà áûëà óæå íà-

ìè âûâåäåíà âûøå, òðåáóåòñÿ òîëüêî íåñêîëüêî èçìåíèòü
îáîçíà÷åíèÿ è íàéòè îöåíêó êîýôôèöèåíòà ïðè äîáàâëåííîé
ïåðåìåííîé (γ%) ÷åðåç âåëè÷èíû, ïîëó÷àåìûå ïðè îöåíèâàíèè
èñõîäíîé ìîäåëè. Ïîñëåäíþþ ïðîáëåìó ïîçâîëÿåò ðåøèòü
òåîðåìà î ðàçáèåíèè ðåãðåññîðîâ. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå,

 γ% = (z$M z)
–1
 y$M z = 

z$e
z$M z

.

Çäåñü, êàê è ðàíüøå, M = I – X(X$X)
–1
 X$. Ìû âîñïîëüçî-

âàëèñü òåì, ÷òî My = e. Ïî òîé æå òåîðåìå î ðàçáèåíèè ðåã-
ðåññîðîâ îñòàòêè â ìîäèôèöèðîâàííîé ðåãðåññèè eA ìîæíî
íàéòè ïî ôîðìóëå

 eA = My – γ%Mz = e – 
z$e

z$M z
Mz.

Îòñþäà, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî Me = e, èìååì

eA$eA = e$e – 2γ%e$z – γ%2 z$Mz = e$e – 
(z$e)2

z$M z
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èëè

RSSA = RSS – 
(z$e)2

z$M z
.

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â ñîîòâåòñòâóþùóþ F-
ñòàòèñòèêó

(RSS – RSSA)
RSSA/(n – m – 1) ~ F

 
1, n–m–1,

ïîëó÷èì
1

n – m – 1 ⋅ (z$e)2

RSS⋅z$M z – (z$e)2 ~ F
 
1, n–m–1.

Êîðåíü èç ýòîé âåëè÷èíû ðàñïðåäåëåí êàê t Ñòüþäåíòà ñ
(n – m – 1) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû:

  
z$e

(n – m – 1)(RSS⋅z$M z – (z$e)2)
 ~ t

 
 n–m–1.

Çàìåòèì, ÷òî z$Mz — ñóììà êâàäðàòîâ îñòàòêîâ â ðåãðåñ-
ñèè z ïî X. Ñóùåñòâóåò ïðîñòîé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé
ðàññ÷èòàòü ýòó âåëè÷èíó. Ïóñòü ìû çíàåì îðòîíîðìèðîâàí-
íóþ ìàòðèöó X: X-  = XT –1

  (ñì. îïèñàíèå îðòîãîíàëèçàöèè
Ãðàìà-Øìèäòà). Òîãäà

 z$Mz = z$z – z$X(X$X)
–1
 X$z =

 = z$z – z$X- X- $z = ||z||2 – ||z$X- ||2.
Ò.î., åñëè ìû òîëüêî ÷òî ðàññ÷èòàëè ðåãðåññèþ y ïî X ñ

ïîìîùüþ ìåòîäà îðòîãîíàëèçàöèè, òî ìû ñìîæåì ëåãêî ðàñ-
ñ÷èòàòü ýòó ñòàòèñòèêó.

Ãèïîòåçû, ëåæàùèå â îñíîâå ÌÍÊ,
è èõ íåâûïîëíåíèå

Ïðåäïîëîæåíèÿ ÌÍÊ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïèðàìè-
äû. Êàæäîå ïîñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå ðàññìàòðèâàþò
îáû÷íî òîëüêî ïðåäïîëàãàÿ âûïîëíåíèå ïðåäûäóùèõ. (Îäíà-
êî 2-å è 3-å ïðåäïîëîæåíèå ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè).

"""". Ôóíêöèîíàëüíàÿ ôîðìà:
 E(εεεε) = E(y – Xββββ) = &.
####. Èäåíòèôèöèðóåìîñòü:

####*. X èìååò ïîëíûé ðàíã ïî ñòîëáöàì.
####**. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü.
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Ñóùåñòâóåò plim
 

n→∞
 [
1
nX

(n)
 $X(n)

 ] = M è M íåâûðîæäåíà.

$$$$. Îðòîãîíàëüíîñòü îøèáîê ðåãðåññîðàì
$$$$*. Ìàòðèöà ðåãðåññîðîâ X äåòåðìèíèðîâàíà.
$$$$**. Ìàòðèöà ðåãðåññîðîâ X è îøèáêè εεεε íåçàâèñèìû.
$$$$***. E(εεεε|X) = E(εεεε).

$$$$****. Ïðåäåë plim
 

n→∞
 [
1
nX

(n)
 $εεεε(n)

 ] ñóùåñòâóåò è ðàâåí íó-

ëþ:

 plim
 

n→∞
 [
1
nX

(n)
 $εεεε(n)

 ] =  &m.

%%%%. Ñôåðè÷íîñòü îøèáîê:
 E(εεεεεεεε$) = σ2I.

%%%%*.  εεεεi ~ IID(0, σ2).
&&&&. Íîðìàëüíîñòü îøèáîê:
 εεεε ~ 3(&, σ2 I).
×àñòî ïðåäïîëîæåíèÿ """" è $$$$ îáúåäèíÿþò äðóã ñ äðóãîì.

Òàê (îá ýòîì óæå ãîâîðèëîñü ðàíåå ïðè ðàññìîòðåíèè íåñìå-
ùåííîñòè) óñëîâèÿ """" è $$$$*** â ñîâîêóïíîñòè ýêâèâàëåíòíû
óñëîâèþ E(εεεε|X) = &. Áîëåå òîãî, òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëî-
âèÿ """" óñëîâèå $$$$ ìîæíî îáîçíà÷èòü òåðìèíîì «îðòîãîíàëü-
íîñòü». Óñëîâèå $$$$**** óæå ÿâëÿåòñÿ â êàêîì òî ñìûñëå êîì-
áèíàöèåé ïðåäïîëîæåíèé """" è $$$$.

Ïåðâûå òðè ïðåäïîëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå âàæíûìè.
Åñëè îíè íå âûïîëíåíû, òî èñïîëüçîâàòü ÌÍÊ äëÿ îöåíèâà-
íèÿ ðåãðåññèîííîé ìîäåëè íå èìååò ñìûñëà.

Êðàòêî ïåðå÷èñëèì, êàêèå ñâîéñòâà ÌÍÊ ñëåäóþò èç êà-
êèõ ïðåäïîëîæåíèé.

"""" + ####* + $$$$*** ⇒ íåñìåùåííîñòü
####** + $$$$**** ⇒ ñîñòîÿòåëüíîñòü
"""" + ####* + $$$$* + %%%% ⇒ òåîðåìà Ãàóññà-Ìàðêîâà
"""" + ####* + $$$$* + %%%% ⇒ s2(X$X)

–1
 —  íåñìåùåííàÿ îöåíêà êîâà-

ðèàöèîííîé ìàòðèöû îöåíîê ββββ%
"""" + ####* + $$$$* + %%%% + íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëî-

æåíèÿ ⇒ àñèìïòîòè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññìîòðåííûõ ðà-
íåå âåëè÷èí òàêèå æå, êàê â ïðåäïîëîæåíèè íîðìàëüíîñòè.

Â òîì ÷èñëå,

ββββ%  ~a  3(ββββ1 , σ2(X$X)
–1

 ).
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t-ñòàòèñòèêè äëÿ ïðîâåðêè ëèíåéíûõ ãèïîòåç ñîñòîÿòåëü-
íû è èìåþò àñèìïòîòè÷åñêè ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå.

F-ñòàòèñòèêè äëÿ ïðîâåðêè ëèíåéíûõ ãèïîòåç ñîñòîÿòåëü-
íû è èìåþò àñèìïòîòè÷åñêè ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò.

"""" + ####* + $$$$* + %%%% + &&&& ⇒  îöåíêè ÌÍÊ ñîâïàäàþò ñ îöåíêà-
ìè ÌÌÏ, è, ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿþòñÿ асимптотически эффек-
тивными.

"""" + ####* + $$$$* + %%%% + &&&& ⇒  âåðíà ñòàíäàðòíàÿ òåîðèÿ ïðîâåð-
êè ãèïîòåç â êîíå÷íûõ âûáîðêàõ (t- è F-ñòàòèñòèêè èìåþò
òî÷íîå ðàñïðåäåëåíèå).

"""" + ####* + $$$$* + %%%% + &&&& ⇒  îöåíêè ÌÍÊ èìåþò íàèìåíüøóþ
äèñïåðñèþ â êëàññå íåñìåùåííûõ îöåíîê.

Функциональная форма
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî y ïîðîæäàåòñÿ ïðîöåññîì âèäà

yi = fi(Xi, θθθθ) + εεεεi   ïðè   E(εεεε|X) = 0,
ãäå f(Xi, θθθθ) íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàåò ñ òîé ôóíêöèîíàëüíîé
ôîðìîé (Xiββββ), êîòîðàÿ îöåíèâàëàñü (ôóíêöèîíàëüíàÿ ôîðìà
äðóãàÿ, õîòÿ ôàêòîðû òå æå). Ýòî íàçûâàþò неправильной спе-
цификацией функциональной формы.

Òîãäà
 ββββ% = (X$X)

–1
 X$y = (X$X)

–1
 X$( y1  + εεεε),

ãäå y1  = {f(Xi, θθθθ1 )}i.

Ïîíÿòíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû ββββ% íå ìîãóò
ñëóæèòü îöåíêàìè ïàðàìåòðîâ θθθθ. Êðîìå òîãî, ðàñ÷åòíûå çíà-
÷åíèÿ y%  = Xββββ% íå ìîãóò ñëóæèòü îöåíêàìè y1 . Âûðàçèì ðàñ-
÷åòíûå çíà÷åíèÿ ÷åðåç îøèáêè:

 y%  = Xββββ% = X(X$X)
–1
 X$(y1  + εεεε) = P(y1  + εεεε),

ãäå, êàê è ðàíüøå, P — ìàòðèöà ïðîåêöèè íà ïîäïðîñòðàí-
ñòâî, íàòÿíóòîå íà ðåãðåññîðû.

Âî-ïåðâûõ, ýòè îöåíêè áóäóò ñìåùåííûìè (ðàññìîòðèì
òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà y1  è X äåòåðìèíèðîâàíû), ò.å.

E(y%) = Py1   ≠ y1  ,
çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà âåêòîð y1  ëåæèò â ïîäïðî-
ñòðàíñòâå *(X), ò.å. ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå y1  = Xββββ
ïðè êàêîì-òî âåêòîðå ββββ.
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Èç ýòîãî ñëåäóåò òàêæå, ÷òî îñòàòêè èç ðåãðåññèè y ïî X
â îáùåì ñëó÷àå äîëæíû áûòü ñìåùåííûìè îöåíêàìè èñõîä-
íûõ îøèáîê εεεε.

Âî-âòîðûõ, ýòè îöåíêè áóäóò íåñîñòîÿòåëüíûìè. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè èñõîäèòü èç îáû÷íîãî ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî
plim(Pεεεε) = &, òî plim(y%) = y1  ìîæåò áûòü âûïîëíåíî òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà

  plim(Py1  ) = y1 ,
ò.å. êîãäà âåêòîð y1  ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå *(X) àñèìïòî-
òè÷åñêè.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îñòàòêè èç
ðåãðåññèè y ïî X â îáùåì ñëó÷àå íå ìîãóò áûòü ñîñòîÿòåëü-
íûìè (â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå) îöåíêàìè èñõîäíûõ îøè-
áîê εεεε.

Òèïè÷íûé ïðèìåð íåïðàâèëüíîé ñïåöèôèêàöèè ôóíê-
öèîíàëüíîé ôîðìû â ðàìêàõ ëèíåéíîé ìîäåëè — ýòî ñëó÷àé
пропущенных переменных.

Íàïðèìåð, ìîãóò íå áûòü ó÷òåíû эффекты взаимодействия.
Ïóñòü èñõîäíûå ôàêòîðû:
 xi1, ... , xim.
Эффектами второго порядка íàçûâàþò ðåãðåññîðû ñëåäóþùå-

ãî âèäà
 xi1

2, ..., xi1xim, ..., xij
2, ..., xijxim, ..., xim

2.
Èìååì ñëåäóþùóþ ìîäåëü:

 yi = 
m

#
j=1

βjxij + 

m

#
j
 
=

 
1

 

m

#
s
 
=

 
j

γjsxijxis + εi.

Ïîëíûé íàáîð ðåãðåññîðîâ çäåñü ìîæåò áûòü ëèíåéíî çà-
âèñèì — ñëåäóåò èñêëþ÷èòü ëèøíèå. Íàïðèìåð, åñëè xi1 = 1,
xi2 = zi, xi3 = zi

2, òî xi1xi3 è xi2
2 — îäíî è òî æå.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è ýôôåêòû âçàèìî-
äåéñòâèÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.

Ìîãóò áûòü ïðîïóùåíû ïåðåìåííûå, íå ÿâëÿþùèåñÿ
ôóíêöèÿìè èñõîäíûõ ðåãðåññîðîâ.

Ïóñòü äàííûå ïîðîæäåíû ïðîöåññîì âèäà
 y = X1ββββ1 + X2ββββ2 + εεεε,

îäíàêî ïðè îöåíèâàíèè ðåãðåññîðû X2 íå áûëè ó÷òåíû.
Òîãäà

 ββββ.1 =  (X1$X1)
–1
 X1$(X1ββββ1 1 + X2ββββ1 2 + εεεε) =
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 = ββββ1 1 + (X1$X1)
–1
 X1$X2ββββ1 2 + (X1$X1)

–1
 X1$εεεε,

Åñëè ðåãðåññîðû äåòåðìèíèðîâàííûå, òî

E(ββββ.1) = ββββ1 1 + (X1$X1)
–1
 X1$X2ββββ1 2.

Âåêòîð ββββ%1 ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé ββββ1 1 (E(ββββ%1) = ββββ1 1)
òîëüêî êîãäà ìàòðèöû X1 è X2 îðòîãîíàëüíû:

 X1$X2 = O.
Êàê óêàçûâàëîñü âûøå, îñòàòêè èç ðåãðåññèè y ïî X1 â

îáùåì ñëó÷àå äîëæíû áûòü ñìåùåííûìè îöåíêàìè èñõîäíûõ
îøèáîê εεεε. Äåéñòâèòåëüíî,

 e = y – X1ββββ.1,
ïîýòîìó

 E(e) = E(y) – X1E(ββββ.1) =

 = X1ββββ1 1 + X2ββββ1 2 – X1ββββ1 1 – X1(X1$X1)
–1
 X1$X2ββββ1 2 =

 = (I – X1(X1$X1)
–1
 X1$) X2ββββ1 2 = M1X2ββββ1 2,

ãäå M1 = I – X1(X1$X1)
–1
 X1$.

Îñîáåííî ñèëüíîå ñìåùåíèå îñòàòêîâ íàáëþäàåòñÿ, êîãäà
X1 è X2 îðòîãîíàëüíû, ïîñêîëüêó òîãäà M1X2 = X2 è E(e) =

X2ββββ1 2.
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ïðîïóùåíà òîëüêî îäíà ïåðåìåí-

íàÿ (z), îðòîãîíàëüíàÿ X1, èìååì E(e) = β1 2z. Äëÿ îáíàðóæå-
íèÿ òàêîé îøèáêè ñïåöèôèêàöèè äîñòàòî÷íî ïîñìîòðåòü íà
ãðàôèê ei ïî zi:
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè z ïî÷òè ëèíåéíî çàâèñèìà îò X1,
òî íà ãðàôèêå òðóäíî çàìåòèòü íàëè÷èå çàâèñèìîñòè.

Ôîðìàëüíûé ìåòîä îáíàðóæåíèÿ ïðîïóùåííîé ïåðåìåí-
íîé ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòàòèñòè÷å-
ñêîãî êðèòåðèÿ. Îí áûë îïèñàí âûøå.

Ïðåòåíäåíòû íà ïðîâåðêó:
- ýôôåêòû âòîðîãî ïîðÿäêà (è áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ) è

äðóãèå ôóíêöèè èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ;
- ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ è èõ ðàçëè÷íûå ñòåïåíè (ò.í.

RESET Ðàìñåÿ);
- åñëè äàííûå — âðåìåííûå ðÿäû, òî ôóíêöèè âðåìåíè —

òðåíäû, ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå:
- êðèòåðèé ×îó — ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå ïî ïîäâûáîð-

êàì;
- åùå êðèòåðèè äëÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ — CUSUM è

CUSUMSQ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî ïîñìîòðåòü íà ïðîïóùåííûå

ïåðåìåííûå êàê íà ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ. Òàêîé ïîäõîä
îïðàâäàí, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

 E(X2 |
 X1)ββββ2 = &.

(Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðîïóùåííûå ïåðåìåííûå
èìåëè íóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(X2 |

 X1) = 0000.???)
Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ïðîïóùåííûå ïåðåìåííûå ïðîñòî

âõîäÿò â îøèáêó (âîîáùå ãîâîðÿ, îøèáêà — òà æå ïðîïó-
ùåííàÿ ïåðåìåííàÿ). Îøèáêîé òîãäà ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà X2ββββ2

ei

zi

Рисунок 8
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+ εεεε. Êàê íåñëîæíî óâèäåòü, ïðè âûïîëíåíèè ïðåäïîëîæåíèÿ
E(X2

 | X1)ββββ2 = &, âûïîëíåíî
E(X2ββββ2 + εεεε |

 X1)ββββ2 = &,

ïîýòîìó îöåíêè ÌÍÊ ββββ.1 = (X1$X1)
–1

 X1$y äîëæíû áûòü íåñìå-

ùåííûìè îöåíêàìè êîýôôèöèåíòîâ ββββ1 1. Òàêæå, ïðè âûïîëíå-
íèè ðÿäà ñòàíäàðòíûõ ïðåäïîëîæåíèé, ýòè îöåíêè äîëæíû
áûòü ñîñòîÿòåëüíûìè.

Â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
ñòðîêè ìàòðèöû ïðîïóùåííûõ ïåðåìåííûõ X2 ÿâëÿþòñÿ íå-
çàâèñèìûìè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåêòî-
ðàìè:

Xi2 ~ IID
è ïðè ýòîì íåçàâèñèìû îò ðåãðåññîðîâ X1. Â ýòîì ñëó÷àå ìà-
òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå èõ îäíî è òî æå. Åñëè îáîçíà÷èòü
âåêòîð ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ÷åðåç αααα, òî

E(X2 |
 X1)ββββ2 = αααα$ββββ2 ⋅ '.

...Íåýôôåêòèâíîñòü îöåíêè ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîëíîé èí-
ôîðìàöèè X1, X2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëó÷åííûå îöåíêè ýô-
ôåêòèâíû (ïðè ñòàíäàðòíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ) åñëè äîñòóïíà
òîëüêî èíôîðìàöèÿ îá X1.

Åñëè â ðåãðåññèè åñòü êîíñòàíòà, òî ïðîïóñê òàêèõ ïåðå-
ìåííûõ ïðèâåäåò òîëüêî ê òîìó, ÷òî íåñîñòîÿòåëüíîé áóäåò
îöåíêà êîíñòàíòû.

Èç ýòèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî âàæíî âñåãäà âêëþ÷àòü
â ðåãðåññèþ êîíñòàíòó.

Îäíàêî, íàïðèìåð, âðåìåííîé òðåíä íåëüçÿ ñ÷èòàòü ñëó-
÷àéíîé ïåðåìåííîé — åãî ïðîïóñê ìîæåò ïðèâåñòè ê ñìåùå-
íèþ îöåíîê è íåñîñòîÿòåëüíîñòè.

Оценка с предварительной проверкой
гипотезы

(pretest estimator)
Îöåíêà ñ ïðåäâàðèòåëüíîé ïðîâåðêîé ãèïîòåçû

 ββββ*
1 = 



  ββββ% (1)

 1 ,   F < Fα

 ββββ% (1+2)
 1 ,  F > Fα

 

Çäåñü F — F-ñòàòèñòèêà äëÿ ãèïîòåçû î òîì, ÷òî ββββ2 = &, Fα

— êðèòè÷åñêàÿ ãðàíèöà.
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Êàêàÿ îöåíêà áîëåå òî÷íàÿ — íå ïîíÿòíî. Ýòî çàâèñèò îò

âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòîâ ββββ1 2 (îò Var(X2ββββ1 2)) è îò σ2
ε.

Ñðàâíèâàåì MSE(ββββ*
1), MSE(ββββ% (1)

 1 ) è MSE(ββββ% (1+2)
 1 ). Àíàëèòè÷åñêè

òðóäíî âû÷èñëèòü — èñïîëüçóþò ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî.
Íå âñåãäà ñëåäóåò ñïåøèòü îòáðàñûâàòü «íåçíà÷èìóþ»

ïåðåìåííóþ.
............................

Нарушение гипотезы об ортогональности
Ìîæåò áûòü

y = Xββββ + εεεε.
íî ïðè ýòîì
 E(εεεε | X) ≠ &.
Íàðóøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè.
Òèïè÷íûé ñëó÷àé — îøèáêè â ïåðåìåííûõ.
Ïóñòü äàííûå ïîðîæäåíû ïðîöåññîì

 y = Xββββ1  + εεεε,
ãäå

 E(εεεε | X) ≠ &,
îäíàêî X íå íàáëþäàþòñÿ, âìåñòî X íàáëþäàåòñÿ

 X* = X + ΨΨΨΨ.
(îøèáêè íàáëþäåíèÿ ΨΨΨΨ íåçàâèñèìû îò εεεε è X)

E(ΨΨΨΨ | X) ≠ &8999
X* òîãäà íàçûâàþò proxy äëÿ X — ïëîõîé çàìåíèòåëü,

ýðçàö-ïåðåìåííàÿ.
Òîãäà

y = X*ββββ1  + εεεε*,
ãäå

 εεεε* = εεεε – ΨΨΨΨββββ1  = εεεε + (X – X*)ββββ1 .
E(εεεε* | X*) =  – ΨΨΨΨββββ1  = &.

Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ñìåùåíèå ñîõðàíÿåòñÿ è àñèìïòîòè÷åñêè, ò.å. îöåíêè îêàçû-
âàþòñÿ íåñîñòîÿòåëüíûìè.

Âîîáùå êîððåëèðîâàííîñòü ìåæäó X è εεεε âûçûâàåò ñìåùå-
íèå (è, êàê ïðàâèëî, íåñîñòîÿòåëüíîñòü). ????
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Åùå îäèí ïðèìåð — «îäíîâðåìåííîñòü». Ñì. äàëåå òåìó
«Ñèñòåìû îäíîâðåìåííûõ óðàâíåíèé».

Íà ñàìîì äåëå óñëîâèå ìîæåò áûòü îñëàáëåíî — îöåíêè
ÌÍÊ îñòàíóòñÿ ñîñòîÿòåëüíûìè:

E(εi | Xi, ..., X1) = &.
Àâòîðåãðåññèÿ: ðåãðåññîðû ÿâëÿþòñÿ лагами (çàïàçäûâàþ-

ùèìè çíà÷åíèÿìè) çàâèñèìîé ïåðåìåííîé.
— äîêàçûâàåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîñòü.
Íàðóøåíèå: àâòîðåãðåññèÿ è îøèáêè àâòîêîððåëèðîâàííû

— òîãäà íåñîñòîÿòåëüíîñòü.
ARMA(1, 1):
ýòî àâòîðåãðåññèÿ 1-ãî ïîðÿäêà
 yi = β1 + β2yi–1+ εi,
ãäå îøèáêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé MA(1)-ïðîöåññ:

εi = ξi + µξi–1.
Òîãäà

E(εi | yi–1, ..., y1) ≠ 0,
òàê êàê îøèáêà εi çàâèñèò îò ξi–1 è yi–1 çàâèñèò îò ξi–1.

Åñòü ôîðìàëüíûé êðèòåðèé óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè
(Äàðáèíà-Âó-Õàóñìàíà). Íî îá ýòîì ïîòîì.???

Идентифицируемость

|X$X| = 0 — íåïîëíûé ðàíã ìàòðèöû ðåãðåññîðîâ, âûðîæ-
äåííîñòü. Îäíàêî ÷àùå âñòðå÷àåòñÿ ïî÷òè âûðîæäåííîñòü.

Äàííóþ ïðîáëåìó íàçûâàþò ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòüþ.
Îöåíêè ïîëó÷àþòñÿ íåòî÷íûìè.
Ïóñòü, íàïðèìåð, äëÿ äâóõ ðåãðåññîðîâ, x1 è x2, âûïîëíå-

íî
x1$x2 : ||x1||

 ⋅ ||x2||
— òðóäíî îòëè÷èòü âëèÿíèå x1 íà y îò âëèÿíèÿ x1 íà y.
Ïðè÷èíû: íåäîñòàòî÷íî äàííûõ, äàííûå íå âàðüèðóþò.
Âûõîä â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ íàóêàõ: èçìåíèòü ðåãðåññî-

ðû, íàïðèìåð, ñäåëàâ èõ îðòîãîíàëüíûìè äðóã äðóãó.
Ïîêàçàòåëè:
×èñëî îáóñëîâëåííîñòè ??
Êàê áîðîòüñÿ?
Ãðåáíåâàÿ ðåãðåññèÿ (ðèäæ-ðåãðåññèÿ) ???
Ïóñòü ó íàñ åñòü èíôîðìàöèÿ, ÷òî
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 E(ββββ1 ) = &, ???
òîãäà áàéåñîâñêàÿ îöåíêà:

ββββ%  = (X$X + δI)X$y.

Сферичность
 E(εεεεεεεε$) = σ2I.
Ïðåäïîëîæåíèå î ñôåðè÷íîñòè îøèáîê îáû÷íî ðàçáèâàþò

íà äâå ÷àñòè: îòñóòñòâèå àâòîêîððåëÿöèè îøèáîê è ãîìîñêå-
äàñòè÷íîñòü.

A. Автокорреляция ошибок (ñåðèàëüíàÿ êîððåëÿöèÿ)
E(εi

 εi–p) ≠ σ2I,    p = 1, 2, ...
B. Ìû ïðåäïîëàãàåì гомоскедастичность:

E(εi
2) = σ2,   ∀i =1, ..., n.

Íàðóøåíèå ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ íàçûâàþò гетероскедастично-
стью:

E(εi
2) = σi

2.
ãäå íå âñå σi

2 îäèíàêîâû.

' îöåíêè ÌÍÊ ββββ%  ÿâëÿþòñÿ ñìåùåííûìè ïðè àâòîêîððå-
ëÿöèè è íàëè÷èè ñðåäè ðåãðåññîðîâ ëàãîâ çàâèñèìîé ïåðå-
ìåííîé;

' σ2(X$X)
–1

  — íåñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà êîâàðèàöèîííîé

ìàòðèöû îöåíîê ββββ% ;
' îáû÷íûå t- è F-ñòàòèñòèêè íåñîñòîÿòåëüíû, èõ íåëüçÿ

èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç;
' îöåíêè ÌÍÊ ββββ%  â ïðåäïîëîæåíèè íîðìàëüíîñòè óæå íå

áóäóò ýôôåêòèâíûìè, îöåíêè ìåíåå òî÷íûå, ïðîèñõîäèò ïî-
òåðÿ èíôîðìàöèè.

Àâòîêîððåëÿöèÿ îøèáîê (ñåðèàëüíàÿ êîððåëÿöèÿ)

Êàê âûÿâèòü àâòîêîððåëÿöèþ?
Íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ âèä àâòîêîððåëÿöèè îøè-

áîê — ýòî àâòîêîððåëÿöèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Íàïðèìåð, îíà
âîçíèêàåò, êîãäà îøèáêà ïîðîæäåíà AR(1)-ïðîöåññîì:

 εi = ρ εi–1 + ξi.
Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíûå îøèáêè îêàçûâàþòñÿ

êîððåëèðîâàííû.
Ïîñêîëüêó
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E(εiεi–1) = ρ E(εi–1
2) + E(εi–1ξi) = ρ E(εi–1

2) = ρ Var(εi),
òî

Corr(εi, εi–1) = 
E(εiεi–1)

Var(εi)
 = ρ.

Òàêèì îáðàçîì, àâòîêîððåëÿöèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà íå ðàâíà
íóëþ. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì,

Corr(εi, εi–p) = ρ p.

Íàèáîëåå èçâåñòíûé êðèòåðèé äëÿ âûÿâëåíèÿ àâòîêîððå-
ëÿöèè 1-ãî ïîðÿäêà — ýòî критерий Дарбина-Уотсона. Ñòàòèñòè-
êà äëÿ ýòîãî êðèòåðèÿ èìååò âèä:

 DW = 

n

#
i=2

(ei – ei–1)
 2

n

#
i=1

ei
2

.

Ñòàòèñòèêà âñåãäà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
 0 < DW < 4.

Êðèòåðèé ïðåäíàçíà÷åí äëÿ âûÿâëåíèÿ àâòîêîððåëÿöèè
òîëüêî 1-ãî ïîðÿäêà, ÷òî ìîæíî óâèäåòü èç òîãî, ÷òî äàííàÿ
ñòàòèñòèêà òåñíî ñâÿçàíà ñ âûáîðî÷íîé îöåíêîé êîýôôèöèåí-
òà àâòîêîððåëÿöèè 1-ãî ïîðÿäêà

 ρ% = 

n

#
i=2

eiei–1

n

#
i=1

ei
2

.

Ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïóñêà ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî íàáëþäå-
íèÿ

DW ≈ 2(1 – ρ%).

Ïðè îòñóòñòâèè àâòîêîððåëÿöèè ñòàòèñòèêà DW äîëæíà
áûòü ïðèáëèæåííî ðàâíà äâóì. Ïðè ïîëîæèòåëüíîé àâòîêîð-
ðåëÿöèè DW äîëæíà áûòü áëèæå ê íóëþ. Òî÷íîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ñòàòèñòèêè çàâèñèò îò ìàòðèöû ðåãðåññîðîâ X. Îäíàêî
åñòü íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû äëÿ äîâåðèòåëüíîé ãðàíèöû
(d

L
α è d

U
α), êîòîðûå íå çàâèñÿò îò X. Èìåííî îíè ïðèâîäÿòñÿ â

òàáëèöàõ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè Äàðáèíà-Óîòñîíà. (Åñòü
êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû, êîòîðûå ñ÷èòàþò òî÷íûå êðèòè-
÷åñêèå ãðàíèöû.)
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Àâòîêîððåëÿöèþ îøèáîê ìîæíî òàêæå çàìåòèòü íà ãðà-
ôèêå îñòàòêîâ:

Ïðè ïîëîæèòåëüíîé àâòîêîððåëÿöèè çà ïîëîæèòåëüíûì
îñòàòêîì ÷àùå ñëåäóåò ïîëîæèòåëüíûé, à çà îòðèöàòåëüíûì
— îòðèöàòåëüíûé.

Ïðè îòðèöàòåëüíîé àâòîêîððåëÿöèè çà ïîëîæèòåëüíûì
îñòàòêîì ÷àùå ñëåäóåò îòðèöàòåëüíûé îñòàòîê è íàîáîðîò.

Åñëè ñðåäè ðåãðåññîðîâ åñòü ëàã çàâèñèìîé ïåðåìåííîé
(yi–1), òî êðèòåðèé Äàðáèíà-Óîòñîíà îêàçûâàåòñÿ íåñîñòîÿ-
òåëüíûì. Ñòàòèñòèêó h-Дарбина ïðèìåíÿþò äëÿ âûÿâëåíèÿ
àâòîêîððåëÿöèè 1-ãî ïîðÿäêà â ïðèñóòñòâèè ëàãà çàâèñèìîé
ïåðåìåííîé.

отклоняем H0
(положительная
автокорреляция)

отклоняем H0
(отрицательная
автокорреляция)

принимаем H0
(нет автокорреляции)

области
неопределенности

0 42d
L
α d

U
α 4 – d

L
α4 – d

U
α

Рисунок 9. Интерпретация критерия Дарбина-Уотсона

 ei

 i

Рисунок 10. График остатков при сильной
положительной коррелированности ошибок
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Критерий Годфрея (àëüòåðíàòèâíûé êðèòåðèé Äàðáèíà)
ïðèìåíèì ïðè áîëåå îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.

Äëÿ ðàñ÷åòà åãî ñòàòèñòèêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü âñïîìî-
ãàòåëüíóþ ðåãðåññèþ:

 y îò X è e–1, ..., e–p .
— äëÿ àâòîêîððåëÿöèè p-ãî ïîðÿäêà.
Çäåñü e–j — ëàãè îñòàòêîâ:

e–j = 









 0 

 ! 
 0 
 e1 
 ! 

 en–j 

  

  
 j
 

 

 

 

 

.

Èñïîëüçóåì êðèòåðèé äîáàâëåíèÿ ïåðåìåííûõ.
Íóëåâàÿ ãèïîòåçà âî âñïîìîãàòåëüíîé ðåãðåññèè: äîáàâî÷-

íûå ïåðåìåííûå (ëàãè îñòàòêîâ) íåçíà÷èìû îäíîâðåìåííî.
Процедура Кочрана-Оркатта
AR(1)-ïðîöåññ â îøèáêå
 εi = ρ εi–1 + ξi.
Èííîâàöèè ξi íå àâòîêîððåëèðîâàííû, IID.
Ñàìà ðåãðåññèÿ èìååò îáû÷íûé âèä

yi = Xiββββ + εi.
Ïîäñòàâèâ â ôîðìóëó AR(1)-ïðîöåññà îøèáêó

εi = yi – Xiββββ,

 ei

 i

Рисунок 11. График остатков при сильной
отрицательной коррелированности ошибок
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ïîëó÷èì
yi – Xiββββ = ρ (yi–1 – Xi–1ββββ) + ξi.

Åñëè áû ìû çíàëè ρ, òî ýòî áûëà áû ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ
è åå ìîæíî áûëî áû îöåíèòü îáû÷íûì îáðàçîì, ÷òî ìîæíî
óâèäåòü èç ñëåäóþùåé çàïèñè:

yi  – ρ yi–1 = (Xi – ρ Xi–1)
 ββββ + ξi.

Åñëè èñïîëüçîâàòü âìåñòî èñòèííîãî çíà÷åíèÿ...
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè áû ìû çíàëè êîýôôèöèåíòû ββββ, òî

ýòî áûëà áû ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ ñ íåèçâåñòíûì êîýôôèöèåí-
òîì ρ.

Ýòè ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê èòåðàòèâíîé ïðîöåäóðå:
0. Âûáðàòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ρ, íàïðèìåð ρ = 0.
1. Íà îñíîâå îöåíêè ρ (ρ%) ïîëó÷èòü îöåíêó âåêòîðà ββββ.
Îáîçíà÷èì
 y.i–1 = yi  – ρ%  yi–1   è    X. i–1 = Xi – ρ%  Xi–1   (i = 1, ..., n–1).
Òîãäà îöåíêà β β β β âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
 ββββ% = (X. $X. )

–1
 X. $y..

2. Íà îñíîâå îöåíîê âåêòîðà ββββ ïîëó÷èòü îöåíêó êîýôôè-
öèåíòà ρ:

 ρ% = 
e$e–1

e$e
,

ãäå
 e = y – Xββββ.

Ïîñëå ýòîãî ñíîâà ïåðåõîäèì íà øàã 1.
Ýòî è åñòü ìåòîä Êî÷ðàíà-Îðêàòòà.
Çàìåòèì, ÷òî íà 1-ì øàãå ìû âñåãäà ïîëó÷àåì ñîñòîÿ-

òåëüíóþ îöåíêó âåêòîðà ββββ, åñëè âûïîëíåíû ñòàíäàðòíîå
ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî îøèáêà â íåêîòîðîì ñòàòèñòè÷å-
ñêîì ñìûñëå «îðòîãîíàëüíà» ìàòðèöå ðåãðåññîðîâ.

Íî åñëè ýòî íå òàê, òî ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ìîæåò áûòü íå-
ñîñòîÿòåëüíîé. Íàïðèìåð, òàê áóäåò, åñëè ñðåäè ðåãðåññîðîâ
ñîäåðæèòñÿ ëàã çàâèñèìîé ïåðåìåííîé (yt–1). Â òàêîì ñëó÷àå
ìåòîä Êî÷ðàíà-Îðêàòòà íåïðèìåíèì.

Íà âòîðîì øàãå ìû ïîëó÷èì ñîñòîÿòåëüíóþ îöåíêó ρ, ïî-
ñêîëüêó îíà âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâå ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêè ββββ%.
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Ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü

Ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü ìîæåò áûòü ðàçíîé. Ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî äèñïåðñèÿ ìîæåò áûòü íåêîòîðîé ôóíêöèåé íåêîòî-
ðîé ïåðåìåííîé zi:

 σi
2 = f(zi).

Ñïîñîá îáíàðóæåíèÿ.
Ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü ìîæíî îáíàðóæèòü ãðàôè÷åñêè —

íà ãðàôèêå îñòàòêîâ ïî «ïîäîçðèòåëüíîé» ïåðåìåííîé zi.
Òàê íà ïðèâåäåííîì ãðàôèêå âèäíî, ÷òî ïðè áîëüøèõ

çíà÷åíèÿõ zi îñòàòêè áîëåå øèðîêî ðàçáðîñàíû, ÷åì ïðè ìà-
ëûõ.
Критерий Голдфельда-Квандта.
Ïóñòü íàáëþäåíèÿ ðàçáèòû íà äâå ãðóïïû, â ïåðâîé — n1

íàáëþäåíèé, âî âòîðîé — n2. (Ñ÷èòàåì, ÷òî n1 >
 m è n2

 > m.)

 
y1
y2

  =  
X1

X2

 ββββ + 



εεεε1

εεεε2
.

Òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî îøèáêà â îáåèõ ïîäâûáîðêàõ
èìååò îäíó è òó æå äèñïåðñèþ.

Ìîæíî îöåíèòü ðåãðåññèè ïî îáåèì âûáîðêàì ïî îòäåëü-
íîñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îñòàòêè e1 è e2. Ïîñêîëüêó
ïðåäïîëàãàåòñÿ îòñóòñòâèå êîððåëÿöèè ìåæäó îøèáêàìè â
ïîäâûáîðêàõ, òî (â ïðåäïîëîæåíèè íîðìàëüíîñòè îøèáîê)

ñóììû êâàäðàòîâ, äåëåííûå íà ñîîòâåòñòâóþùåå êîëè÷åñòâî
ñòåïåíåé ñâîáîäû, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâå íåçàâèñèìûå âå-

ei

zi

Рисунок 12
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ëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííûå êàê õè-êâàäðàò. Ýòè äâå âåëè÷èíû
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåñìåùåííûå îöåíêè äèñïåðñèé â ïîä-
âûáîðêàõ —

 s1
2 = 

e1$e1

n1
 – m   è   s2

2 = 
e2$e2

n2
 – m.

Äåëÿ îäíó èç íèõ íà äðóãóþ, ïîëó÷èì F-ñòàòèñòèêó:
s1

2

s2
2  ~  F

 
n1–m, n2–m .

Äàííóþ âåëè÷èíó ïî ïîíÿòíîé ïðè÷èíå ïðèíÿòî íàçûâàòü
дисперсионным отношением. Ñìûñë äàííîé ñòàòèñòèêè ñîñòîèò â
òîì, ÷òî êîãäà äèñïåðñèè â ïîäâûáîðêàõ ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ,
òî ñòàòèñòèêà áóäåò ëèáî ñóùåñòâåííî áîëüøå åäèíèöû, ëèáî
ñóùåñòâåííî ìåíüøå åäèíèöû. Â äàííîì ñëó÷àå åñòåñòâåííî
èñïîëüçîâàòü äâóñòîðîííèé êðèòåðèé. Ýòî, êîíå÷íî, íå ñî-
âñåì îáû÷íî äëÿ êðèòåðèåâ, îñíîâàííûõ íà F-ñòàòèñòèêå.
Äëÿ óðîâíÿ α ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå êðèòè÷åñêèõ ãðàíèö
òàêèå âåëè÷èíû, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ è â ëåâûé, è
â ïðàâûé õâîñò áûëà îäíîé è òîé æå — α/2. Çàìåòèì, ÷òî
êðèòè÷åñêèå ãðàíèöû â ýòîì ñëó÷àå áóäóò îáðàòíûìè äðóã
äðóãó âåëè÷èíàìè, ïîñêîëüêó äëÿ F-ðàñïðåäåëåíèÿ âûïîëíå-
íî:

 F(1 – β) = 
1

F(β)
.

Íóëåâàÿ ãèïîòåçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåò ãåòåðîñêåäàñòè÷-
íîñòè (îøèáêè ãîìîñêåäàñòè÷íû). Åñëè äèñïåðñèîííîå îòíî-
øåíèå ïîïàäàåò â îäèí èç äâóõ õâîñòîâ, òî íóëåâàÿ ãèïîòåçà
îòêëîíÿåòñÿ. Â òàêîì ñëó÷àå äåëàåòñÿ âûâîä, ÷òî îøèáêè ãå-
òåðîñêåäàñòè÷íû.

×òîáû ïîëó÷èòü «äâóñòîðîííèé» óðîâåíü çíà÷èìîñòè,
íóæíî óìíîæèòü îáû÷íûé «îäíîñòîðîííèé» óðîâåíü çíà÷è-
ìîñòè íà 2. Ýòî âåðíî, êîíå÷íî, òîëüêî äëÿ ïðàâîãî õâîñòà.
Äëÿ ëåâîãî õâîñòà íóæíî îòíÿòü «îäíîñòîðîííèé» óðîâåíü
çíà÷èìîñòè îò åäèíèöû è óìíîæèòü íà 2.
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Â îñíîâå äàííîãî êðèòåðèÿ ëåæèò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî
äèñïåðñèÿ îøèáêè çàâèñèò îò ïåðåìåííîé d ñëåäóþùåãî âè-
äà:

di = 

   0,  i ; n1

 1,  i > n1
.

Â îáùåì ñëó÷àå äèñïåðñèÿ ìîæåò çàâèñåòü îò íåêîòîðîé
ïåðåìåííîé z. Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî ðàçáèòü íàáëþäåíèÿ íà
äâå ãðóïïû ïî íåêîòîðîé ãðàíèöå z*. Òîãäà ôîðìóëà äëÿ ïå-
ðåìåííîé d ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

di = 

   0,  zi

 ; z*

 1,  zi
 > z* .

Îäíàêî, ðàññìàòðèâàåìûé êðèòåðèé äîëæåí èìåòü ìàëóþ
ìîùíîñòü ïðîòèâ àëüòåðíàòèâíûõ ãèïîòåç òàêîãî áîëåå îáùå-
ãî âèäà. Äëÿ óâåëè÷åíèÿ ìîùíîñòè ÷àñòî ïðè ðàñ÷åòå ñòàòè-
ñòèêè íå èñïîëüçóþò ÷àñòü ñðåäíèõ íàáëþäåíèé (ñðåäíèõ,
åñëè ðàññîðòèðîâàòü íàáëþäåíèÿ ïî ïîðÿäêó âîçðàñòàíèÿ zi).
Ïðè ýòîì n1 + n

 
2 < n.

Ìîùíîñòü êðèòåðèÿ áûëà áû áîëüøå, åñëè áû â íåì èñ-
ïîëüçîâàëàñü ñàìà ïåðåìåííàÿ z, îò êîòîðîé, êàê ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ìîæåò çàâèñåòü äèñïåðñèÿ. Íî ïîäîáíûå êðèòåðèè
óæå íå áóäóò èìåòü òî÷íîãî F-ðàñïðåäåëåíèÿ â êîíå÷íûõ âû-
áîðêàõ. Îïèøåì îäèí èç íàèáîëåå ïðîñòûõ êðèòåðèåâ òàêîãî
ðîäà.

Ñòàòèñòèêó êðèòåðèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ âñïî-
ìîãàòåëüíîé ðåãðåññèè:

ei
2 îò êîíñòàíòû è zi.

��������������������

��������������
��������������
��������������

α/2 α/2

Рисунок 13. Двусторонний F-критерий
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Äëÿ ïðîâåðêè íóëåâîé ãèïîòåçû èñïîëüçóåòñÿ îáû÷íàÿ F-
ñòàòèñòèêà èç ýòîé ðåãðåññèè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãèïîòåçå î
òîì, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè zi ðàâåí íóëþ. Êîíå÷íî, ýòà ñòàòè-
ñòèêà áóäåò èìåòü F-ðàñïðåäåëåíèå òîëüêî ïðèáëèæåííî, ñ
àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå òàêèõ «ïîäîçðèòåëüíûõ» (ñ òî÷êè
çðåíèÿ âëèÿíèÿ íà äèñïåðñèþ) ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü íå-
ñêîëüêî. Ïóñòü îíè ñîáðàíû â ìàòðèöó Z. Âñïîìîãàòåëüíàÿ
ðåãðåññèÿ â ýòîì ñëó÷àå çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì:

ei
2 = α + Ziγ γ γ γ + ошибка.

Íóëåâàÿ ãèïîòåçà î ãîìîñêåäàñòè÷íîñòè ïðîâåðÿåòñÿ êàê
ãèïîòåçà î òîì, ÷òî γγγγ = 0, ò.å. ÷òî êîýôôèöèåíòû ïðè âñåõ ïå-
ðåìåííûõ êðîìå êîíñòàíòû ðàâíû íóëþ.

Âçâåøåííàÿ ðåãðåññèÿ

Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî äèñïåðñèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà íåêîòî-
ðîé ïåðåìåííîé wi:

σi
2 = λwi.

Ïîäåëèâ êàæäîå íàáëþäåíèå â èñõîäíîé ðåãðåññèè íà wi,
ïîëó÷èì ðåãðåññèþ

 y.i = X. iββββ + ε.i ,
ãäå

 y.i = 
yi

wi

,    X. i = 
1
wi

Xi ,    ε.i  = 
εi

wi

,

Ïðè ýòîì â ïîëó÷èâøåéñÿ ðåãðåññèè îøèáêè áóäóò óæå
ãîìîñêåäàñòè÷íû:

E(εεεε.εεεε.$) = λI.
Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò ãåòåðîñêåäàñòè÷íî-

ñòè, íàäî ðàçäåëèòü êàæäîå íàáëþäåíèå íà ÷èñëî, ïðîïîð-
öèîíàëüíîå êîðíþ èç äèñïåðñèè îøèáêè ýòîãî íàáëþäåíèÿ.

Òàêàÿ ðåãðåññèÿ íàçûâàåòñÿ взвешенной регрессией. ×èñëà
wi íàçûâàþò весами. Çäåñü åñòü íåêîòîðàÿ íåîäíîçíà÷íîñòü â
òåðìèíîëîãèè. Èíîãäà âåñàìè íàçûâàþò wi èëè 1/wi. Îöåíêè
êîýôôèöèåíòîâ âî âçâåøåííîé ðåãðåññèè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿ-
ìè çàäà÷è ìèíèìèçàöèè âçâåøåííîé ñóììû êâàäðàòîâ:

RS.S(ββββ) = 
n

#
i=1

1
wi

εi
2(ββββ) = 

n

#
i=1

(yi – Xiββββ)2

wi
 → min ββββ .
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Âçâåøåííóþ ðåãðåññèþ ìîæíî ðàññ÷èòàòü ñ ïîìîùüþ
îáû÷íîãî ýêîíîìåòðè÷åñêîãî ïàêåòà êàê îáû÷íóþ ðåãðåññèþ,
îäíàêî ïðè ýòîì R2 è F-ñòàòèñòèêà áóäóò ðàññ÷èòàíû íåâåð-
íî, ïîñêîëüêó âî âçâåøåííîé ðåãðåññèè íå áóäåò êîíñòàíòû.
Íà ìåñòå êîíñòàíòû (xi1 =

 1) â òàêîé ðåãðåññèè áóäåò ñòîÿòü
ïåðåìåííàÿ ñ òèïè÷íûì ýëåìåíòîì

x.i1 = 
1
wi

.

Õàðàêòåðíûé ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ âçâåøåííîé ðåãðåñ-
ñèè — ðåãðåññèÿ ñ óñðåäíåííûìè íàáëþäåíèÿìè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå èñõîäíûå íàáëþäåíèÿ {1, ..., n} áû-
ëè ðàçáèòû íà ãðóïïû è íàì èçâåñòíû íå èñõîäíûå äàííûå, à
òîëüêî ñðåäíèå ïî ãðóïïàì. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî íàáëþäå-
íèé k-é ãðóïïû ÷åðåç Ik, êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé â k-é ãðóïïå
÷åðåç nk. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èçâåñòíû òîëüêî âåëè÷èíû

y(k = 
1
nk

 
 

#
i∈Ik

yi,    X( k = 
1
nk

 
 

#
i∈Ik

Xi.

Ïî ñóòè äåëà, ìû èìååì äåëî ñ ðåãðåññèåé
y(k = X( k

 ββββ  + ε(k,
ãäå ïî àíàëîãèè

ε(k = 
1
nk

 
 

#
i∈Ik

εi   (óñðåäíåííûå îøèáêè).

Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè èñõîäíûå îøèáêè áûëè
ãîìîñêåäàñòè÷íû, òî óñðåäíåííûå îøèáêè â îáùåì ñëó÷àå
äîëæíû áûòü ãåòåðîñêåäàñòè÷íû. Åñëè èñõîäíûå îøèáêè
èìåëè äèñïåðñèþ σ2, òî óñðåäíåííàÿ îøèáêà äëÿ k-é ãðóïïû
èìååò äèñïåðñèþ

E(ε(k
2) = 

1
nk

2
 E[(

 

#
i∈Ik

εi)
2] = 

1
nk

2
 

 

#
i∈Ik

E(εi
2) = 

1
nk

2
  nkσ2 = 

σ2

nk

 .

Òàêèì îáðàçîì, äèñïåðñèÿ îøèáêè k-é ãðóïïû îáðàòíî
ïðîïîðöèîíàëüíà êîëè÷åñòâó íàáëþäåíèé â ãðóïïå. Ïîýòîìó
äëÿ îöåíèâàíèÿ óñðåäíåííîé ðåãðåññèè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü
âçâåøåííóþ ðåãðåññèþ ñ âåñàìè wk = 1/nk, òî åñòü äîìíîæèòü
êàæäîå óñðåäíåííîå íàáëþäåíèå íà êîðåíü èç êîëè÷åñòâà íà-
áëþäåíèé â ãðóïïå:

nk
 y(k = nk

 X( k
 ββββ  + nk

 ε(k.
Çàìåòèì, ÷òî â ðåãðåññèè ñ óñðåäíåííûìè íàáëþäåíèÿìè

ìû â îáùåì ñëó÷àå íå ïîëó÷èì òå æå îöåíêè, ÷òî è â èñõîä-
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íîé ðåãðåññèè. Áîëåå òîãî, ïðè óñðåäíåíèè òåðÿåòñÿ èíôîð-
ìàöèÿ — îöåíêè ñòàíîâÿòñÿ ìåíåå òî÷íûìè â òîì ñìûñëå,
÷òî êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îöåíîê óñðåäíåííîé ðåãðåññèè
íå ìåíüøå, ÷åì êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îöåíîê èñõîäíîé
ðåãðåññèè (ò.å. èõ ðàçíîñòü — ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåí-
íàÿ ìàòðèöà). Ñîâïàäåíèå îöåíîê è êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö
âîçìîæíî òîëüêî êîãäà â ïðåäåëàõ êàæäîé ãðóïïû Xi îäíè è
òå æå.

Îáîáùåííûé ÌÍÊ (ìåòîä Ýéòêåíà???)

Îáîáùåííûé ÌÍÊ îñíîâàí íà òîé æå èäåå, ÷òî è âçâå-
øåííûé ÌÍÊ. Ïî ñóòè äåëà âçâåøåííûé ÌÍÊ — ýòî ÷àñò-
íûé ñëó÷àé îáîáùåííîãî ÌÍÊ.

Ïóñòü êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îøèáîê èìååò ñëåäóþùèé
âèä:

E(εεεεεεεε$) = λW,
ãäå W — èçâåñòíàÿ ìàòðèöà. Îíà äîëæíà áûòü ñèììåòðè÷-
íîé è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé.

Êîýôôèöèåíòû ββββ â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî îöåíèòü ïî ôîðìó-
ëå

ββββ% = (X$W–1
 X)

–1

 X$W–1
 y.

Ïîñêîëüêó W — ñèììåòðè÷íàÿ è ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ëåííàÿ ìàòðèöà, òî åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

W =  A$A,
ãäå A — êâàäðàòíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Ýòî ìîæåò
áûòü, íàïðèìåð, ðàçëîæåíèå Õîëåöêîãî. Â òîêîì ñëó÷àå ìàò-
ðèöà A áóäåò òðåóãîëüíîé.

Îáðàòíàÿ ìàòðèöà W–1
  ê  áóäåò èìåòü àíàëîãè÷íîå ïðåä-

ñòàâëåíèå:
W

–1
  =  A

–1
 (A

–1
 )$,

Îáîáùåííûé ÌÍÊ ýêâèâàëåíòåí ñëåäóþùåé âñïîìîãà-
òåëüíîé ðåãðåññèè:

y. = X. ββββ + εεεε. ,
ãäå

y. = (A
–1
 )$y,   X.  = (A

–1
 )$X,    εεεε. =  (A

–1
 )$εεεε,

Â ýòîé ðåãðåññèè îøèáêè óæå áóäóò ñôåðè÷íûìè:
E(εεεε.εεεε.$) = λI.



Íîðìàëüíîñòü

81

(Ñëåäóåò ïðåäóïðåäèòü, ÷òî, êàê è â ÷àñòíîì ñëó÷àå âçâå-
øåííîé ðåãðåññèè, åñëè îöåíèòü âñïîìîãàòåëüíóþ ðåãðåññèþ
ñ ïîìîùüþ îáû÷íîãî ýêîíîìåòðè÷åñêîãî ïàêåòà êàê îáû÷íóþ
ðåãðåññèþ, òî R2 è F-ñòàòèñòèêà áóäóò ðàññ÷èòàíû íåâåðíî.)

Ãåîìåòðè÷åñêè çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè òàêîé
âåêòîð y%  èç *(X), ÷òîáû ðàññòîÿíèå ìåæäó y è y%  áûëî ìè-
íèìàëüíûì:

||y – y% || → min
y%  ∈ *(X).

Îäíàêî ýòî óæå íå åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå:???

||x′ – x′′|| = (x′ – x′′)$W
–1

 (x′ – x′′)

Нормальность
Ïðåäïîëîæåíèå î íîðìàëüíîñòè îøèáîê èìååò âèä:

εεεε ~ 3(&, σ2 I).
(Çäåñü, êàê è ðàíåå, ïðåäïîëîæåíèå î íîðìàëüíîñòè

âêëþ÷àåò â ñåáÿ òàêæå âñå ïðåäûäóùèå ïðåäïîëîæåíèÿ.)
Åñëè íîðìàëüíîñòü îòñóòñòâóåò, òî íå áóäóò âûïîëíåíû òå

ñâîéñòâà, î êîòîðûõ ãîâîðèëîñü âûøå. Ñòàòèñòèêè t è F íå
áóäóò èìåòü â êîíå÷íûõ âûáîðêàõ òî÷íîãî t- è F-ðàñïðåäåëå-
íèÿ, òîëüêî àñèìïòîòè÷åñêè. Êðîìå òîãî, îöåíêè ÍÊ óæå íå
áóäóò îöåíêàìè ÌÏ, è, ñëåäîâàòåëüíî, íå áóäóò àñèìïòîòè-
÷åñêè ýôôåêòèâíûìè. Òåì ñàìûì, åñëè èçâåñòíî ðàñïðåäåëå-
íèå îøèáîê, ïðè èñïîëüçîâàíèè ÌÍÊ òåðÿåòñÿ èíôîðìàöèÿ
è îöåíêè ìåíåå òî÷íû. Íàïðèìåð, åñëè ðàñïðåäåëåíèå îøè-
áîê èìååò òîëñòûå õâîñòû, òî âåëèêà âåðîÿòíîñòü, ÷òî îøèá-
êà äëÿ êàêîãî-òî íàáëþäåíèÿ áóäåò áîëüøîé ïî àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå, è òàêîå íàáëþäåíèå ñèëüíî ïîâëèÿåò íà îöåíêè.

Åñëè ðàñïðåäåëåíèå îøèáîê òî÷íî èçâåñòíî, òî âìåñòî
ÌÍÊ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ÌÌÏ ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòî-
òè÷åñêè ýôôåêòèâíûõ îöåíîê.

Åñëè èçâåñòíî òîëüêî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ìîæåò èìåòü
òîëñòûå õâîñòû, òî âìåñòî ÌÍÊ ìîæíî èñïîëüçîâàòü áîëåå
робастные методы оценивания, òî åñòü òàêèå, êîòîðûå ìåíåå ÷óâ-
ñòâèòåëüíû ïî îòíîøåíèþ ê îòêëîíåíèÿì îò íîðìàëüíîñòè.
Â ÷àñòíîñòè, ÷àñòî ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü метод наимень-
ших отклонений (íàèìåíüøèõ ìîäóëåé). Â íåì ìèíèìèçèðóåòñÿ
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íå ñóììà êâàäðàòîâ îñòàòêîâ, à ñóììà ìîäóëåé îñòàòêîâ. Öå-
ëåâàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä:

n

#
i=1

|εi(ββββ)| = 
n

#
i=1

|yi – Xiββββ| → min 
ββββ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü, íàñêîëüêî ðàñïðåäåëåíèå îòëè-
÷àåòñÿ îò íîðìàëüíîãî, îáû÷íî èñïîëüçóþò òðåòèé è ÷åòâåð-
òûé öåíòðàëüíûé ìîìåíòû

µ3 = E(ξ – E(ξ))3,      µ4 = E(ξ – E(ξ))4,
ãäå ξ — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ äàííîå ðàñïðåäåëå-
íèå.

Ìîìåíòû èìååò ñìûñë íîðìèðîâàòü, ÷òîáû ìîæíî áûëî
ñðàâíèâàòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ðàçíûìè äèñïåðñèÿìè. Òåì ñà-
ìûì, ïîëó÷àåì êîýôôèöèåíòû àñèììåòðèè è êóðòîçèñà.
Асимметрия:

 µ3 

σ3 .

Куртозис:
 µ4 

σ4 .

Ïîñêîëüêó ó íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êóðòîçèñ ðàâåí
3, òî ïðèìåíÿþò ïîêàçàòåëü, êîòîðûé ðàâåí íóëþ â ñëó÷àå
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòîò êîýôôèöèåíò íàçûâàþò
ýêñöåññîì.
Эксцесс:

 
 µ4 

σ4  – 3.

Ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûì ýêñöåññîì îáû÷íî õà-
ðàêòåðèçóþòñÿ áîëåå îñòðîé âåðøèíîé è áîëåå òîëñòûìè õâî-
ñòàìè, ÷åì íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ðàñïðåäåëåíèÿ ñ îò-
ðèöàòåëüíûì ýêñöåññîì, íàîáîðîò, îáû÷íî õàðàêòåðèçóþòñÿ
áîëåå ïëîñêîé âåðøèíîé è áîëåå òîíêèìè õâîñòàìè, ÷åì
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Íàëè÷èå îòêëîíåíèé îò íîðìàëüíîñòè ìîæíî çàìåòèòü
ãðàôè÷åñêè. Äëÿ ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ãèñòîãðàììó, êî-
òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Â äàííîì
ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ ãèñòîãðàììà îñòàòêîâ, ïîñêîëüêó îñòàò-
êè ÿâëÿþòñÿ îöåíêàìè îøèáîê. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íà ãëàç çà-
ìåòèòü îòêëîíåíèÿ îò íîðìàëüíîñòè, óäîáíî íàëîæèòü íà
ãèñòîãðàììó ãðàôèê ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ñ
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òàêîé æå äèñïåðñèåé, êàê ó îñòàòêîâ (èìååòñÿ â âèäó âûáî-
ðî÷íàÿ îöåíêà äèñïåðñèè).

нормальное
распределение

Рисунок 14. Распределение с положительным эксцессом по
сравнению с нормальным распределением
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Рисунок 15. Гистограмма
асимметричного распределения

нормальное
распределение

Рисунок 16. Распределение с отрицательным
эксцессом по сравнению с нормальным
распределением
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Òî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå îøèáîê èìååò áîëüøîé ïîëîæè-

òåëüíûé ýêñöåññ, ìîæíî çàìåòèòü òàêæå íà ãðàôèêå îñòàòêîâ

��������������������
�����
�����

�����
�����

�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����
�����
�����

������
������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������

������
������
������
������

������
������
������

������
������

������
������������������������

нормальное
распределение

Рисунок 17. Гистограмма распределения с
положительным эксцессом
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нормальное
распределение

Рисунок 18. Гистограмма распределения с
отрицательным эксцессом

Рисунок 19. График остатков для
распределения с большим положительным
эксцессом. Выбросы отмечены звездочками
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ïî êàêîé ëèáî ïåðåìåííîé, íàïðèìåð, ïî íîìåðó íàáëþäå-
íèÿ. Íà ãðàôèêå îñòàòêîâ â ýòîì ñëó÷àå äîëæíî áûòü çàìåò-
íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî выбросов, òî åñòü ñèëüíî îòêëîíÿþ-
ùèõñÿ íàáëþäåíèé. Ôîðìàëüíûé êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè íà-
ëè÷èÿ âûáðîñîâ ìû ðàññìîòðèì â äàëüíåéøåì.

Äëÿ ïðîâåðêè íîðìàëüíîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü êðèòå-
ðèé Æàðêà-Áåðû. Ñòàòèñòèêà ýòîãî êðèòåðèÿ îñíîâàíà íà
àñèììåòðèè è ýêñöåññå.

Îïðåäåëèì íîðìèðîâàííûå îñòàòêè êàê

e.i = 
ei – e(

s ,

ãäå e( — ñðåäíåå îñòàòêîâ (îíî ðàâíî 0 ïðè íàëè÷èè êîíñòàí-
òû â ðåãðåññèè), s — êîðåíü èç s2, îöåíêè äèñïåðñèè.

Ñòàòèñòèêó êðèòåðèÿ ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå
1
6n

 
n

#
i=1

e.i
3 + 

1
24n

 
n

#
i=1

(e.i
4 – 3) ~

a
 χ2(2).

Ñòàòèñòèêà èìååò àñèìïòîòè÷åñêè ðàñïðåäåëåíèå õè-
êâàäðàò ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïåðâîå ñëàãàåìîå îòíî-
ñèòñÿ ê àñèììåòðèè, âòîðîå — ê ýêñöåññó. Êàæäîå èç ñëàãàå-
ìûõ àñèìïòîòè÷åñêè ðàñïðåäåëåíî êàê õè-êâàäðàò ñ îäíîé
ñòåïåíüþ ñâîáîäû.

Ñëåäóåò ñäåëàòü îäíî çàìå÷àíèå. Òî, ÷òî ïðè ïðîâåðêå
íîðìàëüíîñòè êàæåòñÿ ïîëîæèòåëüíîñòüþ ýêñöåññà ðàñïðåäå-
ëåíèÿ îøèáîê, íà ñàìîì äåëå ìîæåò áûòü ñëåäñòâèåì ãåòåðî-
ñêåäàñòè÷íîñòè.

Ïóñòü, íàïðèìåð, äèñïåðñèÿ îøèáêè σ2
i ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíîé. (Â äàííîì ñëó÷àå ïî ñìûñëó ýòî óñëîâíàÿ
äèñïåðñèÿ.) Åñëè óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå îøèáîê ÿâëÿåòñÿ
íîðìàëüíûì,

 εi | σ2
i ~ 3(0, σ2

i),
òî áåçóñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå äîëæíî â îáùåì ñëó÷àå èìåòü
ïîëîæèòåëüíûé ýêñöåññ. Ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü òàêîãî ðîäà
(óñëîâíàÿ) íå ÿâëÿåòñÿ ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòüþ â îáû÷íîì
ñìûñëå ñëîâà (áåçóñëîâíîé), ïîýòîìó îíà íå ïðèâîäèò ê íåñî-
ñòîÿòåëüíîñòè îöåíîê êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû îöåíîê
ÌÍÊ. Îäíàêî êàê è ñ îáû÷íîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòüþ, åñëè
èçâåñòíà ïåðåìåííàÿ, îò êîòîðîé çàâèñèò óñëîâíàÿ äèñïåð-
ñèÿ, òî èñïîëüçîâàíèå ÌÍÊ îçíà÷àåò ïîòåðþ èíôîðìàöèè.
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Îáû÷íàÿ, äåòåðìèíèðîâàííàÿ, ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü òîæå
ìîæåò ïðèâîäèòü ê òîìó, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå îøèáîê áóäåò
êàçàòüñÿ èìåþùèì áîëåå îñòðóþ âåðøèíó è áîëåå òîëñòûå
õâîñòû, ÷åì íà ñàìîì äåëå. Èç äàííûõ ðàññóæäåíèé ìîæíî
ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ñëåäóåò ñíà÷àëà ïðîâåðèòü ïðåäïîëîæåíèå
î ãîìîñêåäàñòè÷íîñòè, à çàòåì óæå ïðîâåðÿòü íîðìàëüíîñòü.


